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Complétude des espacesLp.
Référence : Rudin

Soit (X,A, µ) un ensemble mesuré.

Théorème.Pourp ∈ [1, +∞], Lp(X, µ) muni de la norme‖ · ‖p est un espace complet.

Démonstration.Dans cette démonstration, on identifiera à plusieurs reprises un élément
deLp à un de ses représentant dansLp.

Supposons tout d’abord quep ∈ [1, +∞[. Pour abréger, on note‖ · ‖ la norme‖ · ‖p.
Soit (fn) une suite de Cauchy deLp. Soit(fni

) une suite extraite telle que

∀i, ‖fni+1
− fni

‖ 6
1

2i
. (1)

Posons

gk =
k∑

i=0

|fni+1
− fni

| et g =
+∞∑
i=0

|fni+1
− fni

|.

On a‖gk‖ 6
∑k

i=0 ‖fni+1
− fni

‖ 6 2 d’après l’inégalité triangulaire et (1), et d’après le
théorème de convergence monotone,‖g‖ 6 2 < +∞. En particulier,g est finie presque
partout. La série

fn0(x) +
+∞∑
i=0

(fni+1
(x)− fni

(x))

est donc absolument convergente pour presque toutx. Notonsf(x) sa limite. Ainsi,

f(x) = lim
k→∞

fn0(x) +
k∑

i=0

(fni+1
(x)− fni

(x)) = lim
k→∞

fnk+1
(x)

est limite simple presque partout de la suite extraite(fni
). Montrons quef est limite de

(fn) dansLp. Soitn ∈ N. D’après le lemme de Fatou,∫
|f − fn|p =

∫
lim inf

i→∞
|fni

− fn|p 6 lim inf
i→∞

∫
|fni

− fn|p

c’est-à-dire‖f − fn‖p
p 6 lim infi ‖fni

− fn‖p
p. Comme(fn) est de Cauchy, cela assure

quelimn ‖f − fn‖p = 0, et en même temps quef ∈ Lp.
Traitons maintenant le cas oùp = +∞. Soit

N = {x ∈ X,∃n, |fn(x)| > ‖fn‖∞ ou∃n, m, |fn(x)− fm(x)| > ‖fn − fm‖∞}.
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Cet ensemble est réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle (par définition de
‖ · ‖∞), et donc est aussi de mesure nulle. SurX\N , les fonctionsfn sont bornées et
forment encore une suite de Cauchy ; l’espace des fonctions bornées deX\N dansC
est complet pour la norme uniforme, donc(fn) converge vers une fonctionf bornée sur
X\N . En complétantf par0 surN , on obtient bien une limite de(fn) dansL∞ pour
‖ · ‖∞.

Remarquons que l’on a également démontré le résultat suivant :

Théorème.De toute suite convergente deLp, on peut extraire une sous-suite qui converge
presque partout.
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