Sandrine @QRUSO

Le groupe(Z/pZ)* est cyclique

Référence : Francinou-Gianella-Nicolas, Oraux X-ENS, algebre 1

Théoréme. Le groupe(Z/pZ)* est cyclique.

Ce groupe est de cardinal- 1, il suffit donc de montrer qu’il a un élément d’ordre
p — 1. Tout d’abord, montrons que giest un nombre premier et > 0 un entier tels
queq® divisep — 1, alors(Z/pZ)* admet un élément d’ordrg".
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Pour cela, on note, poure (Z/pZ)*, y, = z'@ . D'aprés le petit théoréme de Fer-
mat,y?" = 1, donc 'ordre dey, est de la formg™ avecr, < a. Soitr = max{r,,z €
(Z/pZ)*}. Montrons que: = «.
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Pour toutr € (Z/pZ)*, y& =1 C'est-a-direzs= " = 1. Ainsi, tout élément de
p—1

(Z/pZ)* estracine du polyndbm& <>~ —1, qui a donc au moing— 1 racines distinctes
dans le corpZ./pZ. Par conséquent, il est de degré au me@ins 1, ce qui assure que

r = «. Donc(Z/pZ)* admet au moins un élément d’ordre
Maintenant, pour conclure, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme. SoitG un groupe abélien. On suppose gu@dmet un élément d’ordre p et
un élémeny d’ordre ¢ tels quep etg sont premiers entre eux. Alogg est d’ordrepg.

Démonstration.Soitk I'ordre dezy. Déja, on & xy)P? = («)4(y?)? = 1, ce qui assure
quek divisepq.
Ensuite, commézy)* = 1, on a aussl = (xy)?% = 29, et puisquer est d’ordrep,
p divisegk. Or, p etq sont premiers entre eux dopdalivise k. De mémey divisek. Le
fait quep etq soient premiers entre eux implique alors encoregueivise .
Finalementf = pq. O

En décomposant— 1 = ¢ - - - ¢° en facteurs premiers, on montre par récurrence
que(Z/pZ)* admet un élément d’ordge— 1.

Application. Soitp un nombre premier. §i= 1 (mod 4), alors —1 est un carré dans
7./ pZ.

Soita un générateur deZ/pZ)* . L'hypothése revient a dire qu= est entier. Soit
alorsb = ¢"7 . Puisquea est un générateur d&/pZ)*, a?~' = 1 maisa’z # 1,
c’est-a-direb* = 1 maisb?® # 1 : b? est une racine carrée dequi n'est pasl, donc
b? = —1.

Remarque.Réciproquement, si-1 est un carré dang/pZ, alorsp = 2 oup = 1
(mod 4) (notons que sp = 2, —1 est un carré dang/pZ). En effet, sip # 2 et si
—1 = b* dansZ/pZ, alors(—1)"z = =1 =1, et doncZ* est pair.



