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Automorphismes dé& (X))

Référence : Francinou-Gianella, Oraux X-ENS, algebre 1

Théoréme. Soit K un corps. Les automorphismes dealgébre deKk (X) sont les

G — G(%+E) olia, b, c,d € K tels quead — be # 0.

Cherchons tout d’abord les morphismes/dalgébre dei (X)) danskK (X ). Soitd

un tel morphisme. Soit" = ¢(X). Alors, siG € K(X), on écritG = %; OZ”XJ, eton
a

f 0 a; (X))’

qD(G) - ]=0 qu)(X)J

=GoF.

Réciproquement, pour tolt € K(X), &r : G — G o F est un morphisme dé&’-
algébre.

Nous allons maintenant chercher a quelle condition ue morphismed ci-
dessus est un automorphisme. Il est tout d’abord nécessair¥ gséune image réci-
proque. Ainsi, il existeF” € K(X) tel queF’ o F = X. SoientA, B,C, D € K[X],
A et B premiers entre eux;’ et D premiers entre eux, tels qué = % etl = %. On
écritA =3>"" ja;X"etB =31 b;X/, aveca, # 0 eth, # 0. Légalitt ' o F' = X

s’écrit
p

Cr
ZCLZ _XZ ]Dj

En notantn = max(p, q), elle s’écrit encore

Xp: a,C'D™" = X zq: b;,C? D™,

i=0 j=0

Dans cette somme, tous les termes sont divisibleg'paauf éventuellement ceux pour
1 =0etj = 0.0n en déduit qué’ diviseagD™ — Xby D™, et comme on a suppoge
premier aved), C diviseay — X by. De plus,(ag, by) # (0,0) car A et B sont également
premiers entre eux, donc nécessaireméC' < 1.

De méme, tous les termes sont divisibles pasauf éventuellement celui ensi
p = m et celui eng sig = m. Ainsi, sip = ¢ = m, D divise q,,C™ — Xb,,C™, et
par suite diviser,,, — b,, X, donc est de degré inférieurlecar a,,, etb,, sont non nuls.
Sip > ¢, alorsD diviseaq,, et sip < ¢, alorsD diviseb, X, et dans ces deux cas, on a
encoredeg D < 1.

Bref, au final, nécessairemenit; (G) = G(%Xt2) ola, b, c,d € K. En outre, %+

N o T cX+d e X+d
ne peut étre constant, ce qui signifie qule— bc # 0.




Réciproguement, montrons qu’un tel morphisme est bien un automorphisme de

K(X). Notons®, p.q : G — G(4+2). Onady o, = Id, et on vérifie que si

a/ b/ a b a/l b//

Jd c d = ' d" )
alors@mb’c’d o (Da’,b/,c/,d’ = (I)a”,b”,c”,d” (|| suffit de vérifier que@mb’c,d o (I)a/,b’,c’,d’ (X) =
Q.0 o g (X) d’'apres le premier alinéa). Par conséquent, si

a b\ (fa b

/ U =1

d d c d
anrs@a,b,c,d o (I)a’,b’,c’,d’ = (Da’,b’,c/,d’ o (I)a,b,c,d = Id. Donc siad — be 7é 0, (I)a,b,c,d est
inversible.




