
Sandrine CARUSO

Automorphismes deK(X).
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Théorème. Soit K un corps. Les automorphismes deK-algèbre deK(X) sont les
G 7→ G(aX+b

cX+d
) oùa, b, c, d ∈ K tels quead− bc 6= 0.

Cherchons tout d’abord les morphismes deK-algèbre deK(X) dansK(X). SoitΦ

un tel morphisme. SoitF = Φ(X). Alors, siG ∈ K(X), on écritG =
Pp

i=0 aiX
iPq

j=0 bjXj , et on
a

Φ(G) =

∑p
i=0 aiΦ(X)i∑q
j=0 bjΦ(X)j

= G ◦ F.

Réciproquement, pour toutF ∈ K(X), ΦF : G 7→ G ◦ F est un morphisme deK-
algèbre.

Nous allons maintenant chercher à quelle condition surF le morphismeΦF ci-
dessus est un automorphisme. Il est tout d’abord nécessaire queX est une image réci-
proque. Ainsi, il existeF ′ ∈ K(X) tel queF ′ ◦ F = X. SoientA, B, C,D ∈ K[X],
A et B premiers entre eux,C et D premiers entre eux, tels queF ′ = A

B
et F = C

D
. On

écritA =
∑p

i=0 aiX
i etB =

∑q
j=0 bjX

j, avecap 6= 0 et bq 6= 0. L’égalitéF ′ ◦ F = X
s’écrit

p∑
i=0

ai
Ci

Di
= X

q∑
j=0

bj
Cj

Dj
.

En notantm = max(p, q), elle s’écrit encore

p∑
i=0

aiC
iDm−i = X

q∑
j=0

bjC
jDm−j.

Dans cette somme, tous les termes sont divisibles parC, sauf éventuellement ceux pour
i = 0 et j = 0. On en déduit queC divisea0D

m −Xb0D
m, et comme on a supposéC

premier avecD, C divisea0−Xb0. De plus,(a0, b0) 6= (0, 0) carA etB sont également
premiers entre eux, donc nécessairement,deg C 6 1.

De même, tous les termes sont divisibles parD sauf éventuellement celui enp si
p = m et celui enq si q = m. Ainsi, si p = q = m, D divise amCm − XbmCm, et
par suite diviseam − bmX, donc est de degré inférieur à1 caram et bm sont non nuls.
Si p > q, alorsD diviseap, et sip < q, alorsD divisebqX, et dans ces deux cas, on a
encoredeg D 6 1.

Bref, au final, nécessairement,ΦF (G) = G(aX+b
cX+d

) oùa, b, c, d ∈ K. En outre,aX+b
cX+d

ne peut être constant, ce qui signifie quead− bc 6= 0.
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Réciproquement, montrons qu’un tel morphisme est bien un automorphisme de
K(X). NotonsΦa,b,c,d : G 7→ G(aX+b

cX+d
). On aΦ1,0,0,1 = Id, et on vérifie que si(

a′ b′

c′ d′

) (
a b
c d

)
=

(
a′′ b′′

c′′ d′′

)
,

alorsΦa,b,c,d ◦ Φa′,b′,c′,d′ = Φa′′,b′′,c′′,d′′ (il suffit de vérifier queΦa,b,c,d ◦ Φa′,b′,c′,d′(X) =
Φa′′,b′′,c′′,d′′(X) d’après le premier alinéa). Par conséquent, si(

a′ b′

c′ d′

) (
a b
c d

)
= I2

alorsΦa,b,c,d ◦ Φa′,b′,c′,d′ = Φa′,b′,c′,d′ ◦ Φa,b,c,d = Id. Donc siad − bc 6= 0, Φa,b,c,d est
inversible.
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