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Un théoreme de Bézout.

Référence : Francinou-Gianella, Oraux X-ENS, algebre 1

On rappelle que sP € A[X] (A anneau factoriel), on appelle contenu@geet on
notec(P), le PccD (dansA) des coefficients dé’. On dit queP estprimitif si son
contenu est égal h On admet le lemme suivant :

Lemme. SiP,Q € A[X], alorsc(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme(Bézout) SoitK un corps. SoienP, ) € K[X, Y] premiers entre eux. Alors
1. llexisteA € K[X]etU,V € K[X,Y]|telsqueA = UP + VQ.
2. Application : il n’existe qu’'un nombre fini der,y) € K? tels queP(z,y) =

Q(z,y) = 0.

1. LlanneauK[X, Y] n'étant pas principal, on ne peut pas appliquer le théoréme de
Bézout « classique ». Nous allons nous ramener & I'anneau pridg€ipé) [Y']. On peut
voir P et ) comme des éléments d€(X)[Y]; montrons qu’ils sont encore premiers
entre eux dans cet anneau.

Soit D' € K(X)[Y] un diviseur deP et @ dansK (X)[Y]. Soit D" € K[X,Y]
obtenu en multiplianD, en tant que polynébme ér & coefficients dan& (X), par le
produit des dénominateurs de ses coefficients. Puis[seitK [ X, Y], obtenu en divi-
santD”, en tant que polynéme én a coefficients dan&’[ X ], par son contenu (élément
de 'anneauk’[ X]), de sorte qué sont primitif comme polynéme dg<[X])[Y]. Alors
D est toujours un diviseur dB et ) dansK (X)[Y], et soientF, F» € K(X)[Y] tels
queFD = P et F,D = ). Montrons quér; et F;, sont en fait dang([ X, Y|. Traitons
le cas deF;. On peut I'écrire sous la formg, = £ ol F' € K[X,Y] etR € K[X].
Quand &F, on I'écrit F = ¢(F)F ou F € (K[X])[Y] est primitif etc(F) € K[X]. On
a alors

¢«(F)FD = RP

puis en prenant les contenus ddnsX | et en appliquant le lemme(£)c(D) = Re(P).
On a suppos® primitif donc¢(D) = 1. On en déduit que(F') = Rc(P), et ainsi que
R divisec(F'). DoncF; = %F € K[X,Y]. Par symétrie des roles, il en est de méme
pour F5.

CommeP et() sont premiers entre eux dafAs.X, Y], c’est que, nécessairement,
est constant. Don®’ est un élément d& (X)) (et méme de{[X]), ce qui montre que
P et sont premiers entre eux dah¥ X )[Y].

On applique alors le théoréme de Bézout « classiqué»eb(@ dansK (X)[Y]. Il
existeU’, V' € K(X)[Y] tels quel = U'P + V'Q. Puis il existeU,V € K[X,Y] et
A€ K[X]telsquel’ = X etV’ = X, et on obtient bied\ = UP + VQ. O



2. Soit (x,y) € K? tel queP(z,y) = Q(z,y) = 0. Alors, d’apres I'égalité ci-dessus,
A(z) = 0. Le polyndmeA est non nul, et donc n’a qu'un nombre fini de racines. Ainsi,
seul un nombre fini de peut vérifier le systéeme d’équations. Par symétrie des roles,
il N’y a également qu’'un nombre fini dele vérifiant, donc un nombre fini de couples
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