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On rappelle que siP ∈ A[X] (A anneau factoriel), on appelle contenu deP , et on
notec(P ), le PGCD (dansA) des coefficients deP . On dit queP estprimitif si son
contenu est égal à1. On admet le lemme suivant :

Lemme. SiP, Q ∈ A[X], alorsc(PQ) = c(P )c(Q).

Théorème(Bézout). SoitK un corps. SoientP, Q ∈ K[X,Y ] premiers entre eux. Alors

1. Il existe∆ ∈ K[X] etU, V ∈ K[X,Y ] tels que∆ = UP + V Q.

2. Application : il n’existe qu’un nombre fini de(x, y) ∈ K2 tels queP (x, y) =
Q(x, y) = 0.

1. L’anneauK[X, Y ] n’étant pas principal, on ne peut pas appliquer le théorème de
Bézout « classique ». Nous allons nous ramener à l’anneau principalK(X)[Y ]. On peut
voir P et Q comme des éléments deK(X)[Y ] ; montrons qu’ils sont encore premiers
entre eux dans cet anneau.

Soit D′ ∈ K(X)[Y ] un diviseur deP et Q dansK(X)[Y ]. Soit D′′ ∈ K[X, Y ]
obtenu en multipliantD, en tant que polynôme enY à coefficients dansK(X), par le
produit des dénominateurs de ses coefficients. Puis, soitD ∈ K[X, Y ], obtenu en divi-
santD′′, en tant que polynôme enY à coefficients dansK[X], par son contenu (élément
de l’anneauK[X]), de sorte queD sont primitif comme polynôme de(K[X])[Y ]. Alors
D est toujours un diviseur deP et Q dansK(X)[Y ], et soientF1, F2 ∈ K(X)[Y ] tels
queF1D = P etF2D = Q. Montrons queF1 etF2 sont en fait dansK[X,Y ]. Traitons
le cas deF1. On peut l’écrire sous la formeF1 = F

R
où F ∈ K[X, Y ] et R ∈ K[X].

Quand àF , on l’écrit F = c(F )F̃ où F̃ ∈ (K[X])[Y ] est primitif etc(F ) ∈ K[X]. On
a alors

c(F )F̃D = RP

puis en prenant les contenus dansK[X] et en appliquant le lemme,c(F )c(D) = Rc(P ).
On a supposéD primitif donc c(D) = 1. On en déduit quec(F ) = Rc(P ), et ainsi que
R divisec(F ). DoncF1 = c(F )

R
F̃ ∈ K[X, Y ]. Par symétrie des rôles, il en est de même

pourF2.
CommeP etQ sont premiers entre eux dansK[X, Y ], c’est que, nécessairement,D

est constant. DoncD′ est un élément deK(X) (et même deK[X]), ce qui montre que
P etQ sont premiers entre eux dansK(X)[Y ].

On applique alors le théorème de Bézout « classique » àP et Q dansK(X)[Y ]. Il
existeU ′, V ′ ∈ K(X)[Y ] tels que1 = U ′P + V ′Q. Puis il existeU, V ∈ K[X, Y ] et
∆ ∈ K[X] tels queU ′ = U

∆
etV ′ = V

∆
, et on obtient bien∆ = UP + V Q.
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2. Soit (x, y) ∈ K2 tel queP (x, y) = Q(x, y) = 0. Alors, d’après l’égalité ci-dessus,
∆(x) = 0. Le polynôme∆ est non nul, et donc n’a qu’un nombre fini de racines. Ainsi,
seul un nombre fini dex peut vérifier le système d’équations. Par symétrie des rôles,
il n’y a également qu’un nombre fini dey le vérifiant, donc un nombre fini de couples
(x, y).
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