Sandrine GRUSO
Boites et permutations

Probleme 1. Un tyran retient prisonnier&@n mathématiciens. Il leur propose le « jeu »
suivant. Il disposen boites numérotées dans une piece, et place le nom de chaque
mathématicien dans une des boites. Il les fait entrer a tour de role et leur demande
d’ouvrir n boites. S’ils trouvent tous leur nom dans une des boites qu’ils ont ouvertes,
ils sont tous libérés. Si au moins un ne trouve pas son nom, ils sont tous exécutés. lls ont
le droit de se concerter une fois avant de commencer, mais plus ensuite.

Montrer qu'il existe une stratégie leur laissant plus3i¥4 de chances de survie.

Stratégie. Lors de leur concertation, les mathématiciens se numérotenade. Puis,
lorsqu’ils entrent, ils ouvrent en premier la boite correspondant a leur numéro. Ensuite,
ils ouvrent la boite correspondant au numéro de la personne dont ils ont trouvé le nom,
et continuent ainsi de suite.

La décomposition d’une permutation en produit de cycles de support disjoint assure
gu’en procédant ainsi, chagque mathématicien, soit finira par tomber sur son nom, soit
s’arrétera an boites. En effet, considérons la permutatioqui au numéro de la boite
associe le numéro du prisonnier dont le nom est dedans, et sa décomposition en cycles.
Avec la stratégie ci-dessus, chaque mathématicien commence a un élément du cycle
auquel son numéro appartient, puis décris ce cycle. Ainsi, si le cycle est de loigueur
il devrait trouver son nom dans laieme boite. Et donc selon la régle imposeée par le
tyran, il trouve son nom si et seulemenksg n.

En tenant compte de tous les prisonniers, on a I'’équivalence suivante : les prisonniers
sont sauvés si et seulement si la permutati@tous ses cycles de longueur inférieure
an.

Probleme 2. Combien y a-t-il de permutations d®&,, dont tous les cycles sont de
longueur inférieure & ?

Nous allons en fait dénombrer le nombre de permutations ayant au moins un cycle
de longueur strictement supérieure.aOn peut tout de suite remarquer que si un tel
cycle existe, il est unique.

Tout d’abord, sik est un entier compris entre+ 1 et 2n, combien y a-t-il de per-
mutations ayant un cycle de longuéu?

— Il'y a2n fagons de choisir un premier élément du support-dycle. Pui2n — 1
d’en choisir un deuxiéme, etc... Finalement, il y2)!/(2n — k)! facons de
choisir le support dé-cycledans I'ordre

— Cependant, on obtient ainsi plusieurs fois le méme cycle. En effet, n |mporte quel
élément du support peut étre choisi comme étant le « premier ». Il'y
manieres de choisir le-cycle.
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— Enfin, choisir le2n — k autres éléments revient a choisir une permutation de
Sop—i €til y a encore(2n — k)! possibilités.
Finalement, il y a=~* permutatlons dé&,,, ayant un cycle de longueut
Ainsi, le nombre de permutations ayant un cycle de longueur strictement supérieure

an esty " L i (2” . Par conséquent, la probabilité que les mathématiciens soient exé-
cutes est
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Pour en déduire la conclusion du probleme 1, il suffit d’établir que cette somme est
inférieure &),7.
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Notonsu,, = >;", ., +- La suiteu, est croissante. En effet,
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EnoutreY ", =Inm +~ + o(1) (ou+ est la constante d’Euler), et ainsi,
u, =In(2n) —Inn+o(1) =In2+o(1)

Ainsi, la suiteu,, tend versln2 ~ 0,69---, et comme elle est croissante, elle reste
toujours inférieure a cette limite, ce qui conclut.



