Sandrine @QRUSO

Théoreme de Brouwer en dimensidpn

Références : Rouviere ou Queffélec (Topologie) pour 'implication théoreme 2
Brouwer

Théoreme 1(Brouwer) NotonsB la boule unité fermée di?. Toute application conti-
nue deB dansB admet au moins un point fixe.

La démonstration du théoreme de Brouwer utilise le résultat suivant :
Théoreme 2.1l n'existe pas de rétraction de la boule dans le cercl&s! = 9B.

Démonstration.Supposons qu'il existe une rétraction: B — S, c’est-a-dire une
application continue3 — S! telle quevz € S, r(z) = . Si on notei I'inclusion de
St dansB, ‘

ide :S'<S5 BLS!
induit des morphismes sur les groupes fondamentaux :

(idg1)* = iy, 1y : m1(SY) 25 1y (B) 25 my (SY).

Or, m(B) ~ {1} etm (S!) ~ Z. La seule application dgl } dansZ étant le morphisme
trivial, I'applicationr, o i, ne peut étre surjective, donc ne peut étre l'identité. [

« Autre » démonstrationOn notel'(X') 'ensemble des lacets (de base fixée, quelconque)
d’'un espace topologique connexe par akcdl est muni de la topologie induite par la
topologie produit suX 11, On considére, comme & la démonstration précédente,

idg : St s B 5 st

et on définiti : I'(S') — I'(B),y — iovyeti : [(B) — ['(SY), vy — ron~.
L'applications est continue : soif2 un ouvert dest existezy,...,x, € [0,1] et
Q1,...,Q, ouverts deS! tels qued = Q; x --- x Q,, X H#mi St Ainsir oy € Q) ssi
Vi, ro~y(z;) € Q ssivi, y(z;) € r~1(£;). Commer est continuey 1 (2;) est ouvert, et
rovy € Q si et seulement sj appartient a l'ouvert ™' (Q) x - - - xr~1(Q,) X [],.,, B-
Doncr est continue.

En outre, pour tout, 7 o i(y) =roioy =~ (carroi =id), ol o7 = idpt).
En particulier;” est surjective, c'est-a-dirgI'(B)) = I'(S'). Or,I'(B) est connexe par
arcs, alors qué(S') ne I'est pas. Contradiction : 'image d’un connexe par arcs par une
application continue est connexe par arcs. Il

Démonstration du théoreme de Brouw&oit f : B — B continue, et supposons que
f n’a aucun point fixe. On définit une application B — S! de la maniére suivante :
pourz € B, r(z) est l'intersection d&' avec la demi-droitéf (), x).
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r(z)

Alors Vx € S, r(x) = z. Montrons quer est continue. Pout € B, notonsa(z)
le nombre tel que(z) — f(z) = a(z)(x — f(z)); c’est un nombre positif (et méme
supérieur ou égal . Commer(z) € S', on al|f(z) + a(x)(x — f(z))||* = 1, c’est-
a-dire, en développant la norme (on néte) le produit scalaire),

a(x)?|z — f(@)]? + 2a(x) (f(x),z — f(2)) + || f(z)] =1 =0.

Ainsi, a(r) est racine du polyndme, = X?||z — f(2)||* + 2X (f(z),z — f(z)) +
| f(z)|| — 1. Ce polyndme du second degré vérifig0) = ||f(z)|| — 1 < 0, P(1) =
|lz|]| — 1 < 0, et tend vers l'infini entoo, donc a deux racines distinctes, I'une négative
et I'autre plus grande que Le nombren(z) est égal a cette deuxiéme racine, soit

—{(f(@),x = f(x)) + \/(f(x),x — f(@))" = (If @) = Dllz = f(2)]?
Iz — f ()] '

Commef est continueg est, d’apres I'expression ci-dessus, aussi une fonction conti-
nue, etr(z) = f(z) + a(x)(z — f(x)) également.

Ainsi, r est une rétraction d& surS!. Or, d’'aprés le théoreme 2, il n’existe pas
de telle rétraction. Lhypothése faite au départ est donc absurdeaémet un point
fixe. O

ax) =

Compléments. Dans la premiere démonstration du théoreme 2, on a utilisé le théo-
reme suivant :

Théoréme 3(Fonctorialité dur;). SoientX etY un espace topologique, € X. Toute
application continuef : X — Y induit un morphisme de groupgs : m (X, zy) —
m(Y, f(x0)), avec les propriétés suivantes :
(i) sif estlidentité deX, alors f, est I'identité der (X, zo),
(i) sif: X >Yetg:Y — Z,alors(go f). = gs 0 f.
On définitf, par f.([a]) = [foal, ola estun lacet d& de base:, et ou[-] désigne

la classe d’homologie. Il faut vérifier que cette application est bien définie, c’est-a-dire
gue sia et 5 ont méme classe d’homologie, algf® « et f o 3 aussi, ce qui n’est pas
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tres difficile. Montrer que c’est un morphisme de groupes se fait également aisément, et
les propriétés (i) et (ii) sont immédiates.

Plus généralement, le théoréme de Brouwer est vrai @&ngour toutn, car le
théoreme 2 I'est. Mais pour la démonstration de ce dernier, le groupe fondamental ne
suffit plus poum > 3, carS*~! est simplement connexe. A la place, on utilise le groupe
d’homologie H,, 4, pour lequel le théoréme 3 est encore valable. En effgt, (B")
est trivial etH,,_;(S" ') ne 'est pas.



