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Une histoire de diamants

Référence : Oraux X-ENS, Francinou-Ginanella-Nicolas, algébre 2, p 56

Probléme. Un joaillier possede 2009 diamants. On suppose que quand il en choisit un
au hasard, il peut toujours séparer les 2008 autres en deux groupes de 1004 ayant le
méme poids. Alors les diamants ont tous le méme poids.

Démonstration.Posons: = 1004, et soientry, . . ., z2,1 les poids des diamants. L'hy-
pothese se formule de la maniere suivante : pour oat{1,...,2n + 1}, il existe
une partieJ de{1,...,i — 1, + 1,...,2n + 1} de cardinal telle quezjejxj =
> jesupy Tj- Lesw; verifient donc un systeme d'équations de la forme

+ i) + XT3 + .- =+ Ton + Topntr1 = 0
+ T + ZT3 + ... =+ Ton, + Ton+1 — 0
+ I + T + xTs3 + --. £ Ton =0

ou il y a autant det que de— sur chaque ligne. La matrice de ce systéme est
0 +£1 --- =1
Ao |

: . oo+l
+1 --- £1 0
Résoudre le probléme revient & montrer gle A = Vect(1,---,1). Comme il y a
autant de+ que de— sur chaque ligne, la somme de chaque ligne est nulle et donc
(1,...,1) est solution du systeme, par conséquént(1,--- ,1) C Ker A. Pour mon-
trer I'inclusion inverse, il suffit de montrer quém Ker A = 1, et donc par le théo-
reme du rang, quez A = 2n. D’apres la caractérisation du rang par les mineurs, ceci
est equivalent a I'existence d’'un cofacteur non nul eieA = 0. On sait déja que
det A = 0 puisqueA n’est pas injective. Nous allons montrer que le cofacteur en haut
a gauche est non nul. Pour cela, nous allons le réduire madeioutilisant I'égalité
det(B mod 2) = det(B) mod 2 ou B est une matrice carrée a coefficient déhs
NotonsD,,, ce cofacteur modul® (les calculs qui suivent sont faits daBg27) :

01 -+ -+ 1
10
Doy =11 1
: 1
11 1 0



En ajoutant la deuxieme colonne a la premiére, on obtient

1 1 -++ .o 1
1 0

Do =10 1
Do |
o1 --- 1 0

Puis, on développe par rapport a la premiere colonne :

1 0
D?n:DQn—1+ .
; |
1 1 0
Notons
1 0
5271—1:
: - S |

En ajoutant la deuxieme colonne a la premiere puis en développant par rapport a la
premiere colonne, on obtient

01 -+ --- 1
1o 1
1 0 L0 ) .
(52n—1 =10 1 = 1. . = 5271—2.
P
S | 1 0
01 --- 1

Par une récurrence immédiate,_; = §; = 1, d'ou Ds,,, = D,,_; + 1. Une seconde
récurrence immédiate montre g, = D; + 1 = 1.

Finalement, on en déduit que le cofacteur considéré est impair, et en particulier non
nul, ce qui conclut. Il



