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Décomposition de Dunford

Référence : Oraux X-ENS, Francinou-Ginanella-Nicolas, algébre 2, p 112

Théoréme. Soit K un corps,F un K-espace vectoriel de dimension finieyatn endo-
morphisme de¥ dont le polynédme caractéristique est scindé. Alors il existe un unique
couple(d, n) d’endomorphismes dg tels que

1. u=d+n,
2. d est diagonalisable,
3. n est nilpotent,
4. d etn commutent.
De plus,d etn sont des polyndmes en

ExistenceEcrivons sous forme factorisée le polynéme caractéristique:de
Xu = (X = A)™ - (X =A™

avec les\; deux a deux distincts et; > 1. NotonsF; = ker(u — \;)™. D’aprés le
théoreme de décomposition des noyaux,

@E = ker(xu(u)) = E.

D’aprés le lemme chinois, il existe un polynéeel que pour tout, P = \; (mod (X —
Ai)™). On définitalors! = P(u). Par construction] est un polyndme ea. Soitz € F;.

Il existe un polynéme) tel qued(z) = P(u)(z) = (A + Q x (X — X\)™)(u)(x) =
ANz +Q(u)o(u—Nid)™ (x) = Nz carz € ker(u— \;id)™. Ainsi, d est diagonalisable,
de valeurs propres lels et de sous-espaces propres #sPosons: = u — d; n est
bien sdr aussi un polynéme enet par conséquent, il commute avedMontrons que
n est nilpotent. Notons;, d; etn; les endomorphismes induits par, respectivement,
d etn surF;. On an; = w; — d; = u; — Njidp, et par définition d&;, n;" = 0. Par
conséquenty™ = 0 avecm = maxm,;. Doncn est nilpotent.

Unicité. Considéronsl et n construits comme précédemment, et $ditn’) un autre
couple d’endomorphismes vérifiant les propriétést du théoréme. L'endomorphisme
d’ commute avea’, donc avecu = d' + n'/. Par conséquent, il commute avec tout
polynéme eru. Or, on a montré qué était un polyndme em, doncd’ commute avec
d. De mémen commute avee'.



Commed etd’ sont diagonalisables et commutent, ils sont simultanément diagona-
lisables. En particulier] — d’ est diagonalisable.

Soientp tel quen? = 0 etq tel quen’? = 0. Commen etn’ commutent, la formule
du bindbme donne

p+aq
(n' — )Pt = Z (p + q) n/Fppra—k(_1)prak,
k

k=0

Cette somme est nulle, car séit> ¢, etn’* = 0, soitp + ¢ — k > p, etnPT17+ = (.
Doncn’ — n est nilpotent.

Or,n’ —n =d — d'. Le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent.esbnc
n=n'etd=d.



