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Entiers de Gauss et somme de deux carrés
Référence(s) : Oraux X-ENS, Francinou-Ginanella-Nicolas, algebre 1, p 98
Perrin?

Théoréme. Soitp un nombre premier. Alorg est somme de deux carrés (déf)ssi et
seulementgh =2o0up =1 (mod 4).

On considére I'anneau des entiers de Galjgs= {u + v, u,v € Z}. Soit

N: Zli] — N

A P

Les éléments inversibles d&i| sont lesz tels queN(z) = 1, c’est-a-dire+1, +i. En
effet, siz € Z[i] estinversible] = N(zz7') = N(2)N(z7'), doncN(z) est inversible
dansZ, doncN(z) = 1. Inversement, siV(z) = 1, alorszz = 1 etz est inversible
d’inversez.

Montrons que I'anneal[i| est euclidien poutN. Soienta,b € Z[i], b # 0. Le
nombreg est un nombre complexe, saitsa partie réelle ef sa partie imaginaire. Soit
u I'entier le plus proche de, v I'entier le plus proche dg. On posey = u + iv, et
r=a — gb. Alorsona:

N(r) = N(a—gb) = N®) x| —a = N x ((z =0 + (5~ )

( 1\ 2 1\ 2

< N(b) (—) + (—) ) < N(b),
2 2

et bien entendwy, = ¢b + r.

Montrons maintenant qyeest somme de deux carrés si et seulement si il n’est plus
irréductible dang.[i].

O Sip = u? 4+ v? u,v € Z, alorsp = (u + i) (u — iv). De plus,u & iv sont non
inversibles catV(u + iv) = p # 1. Doncp n’est pas irréductible dari:].

0 Sip = 2z’ avecz et 2’ non inversibles, alorg® = N(p) = N(z)N(z'), mais
commeN (z) et N(2') sont différents dd et quep est premier, on a nécessairement
N(z) = N(z') = p. Ainsi, siz = u + iv, p = u* + v* est somme de deux carrés.

Essayons donc de caractériser les premiefs dai restent irréductibles dar#i|.

Le nombrep estirréductible dan&|:] si et seulement s'il est premier, céfi] est eucli-
dien donc factorielie si et seulement si I'annedli:|/(p) est intégre. On a

Zi) /(p) ~ (ZIX]/(X* + 1)) /(p) ~ (ZIX]/(p)/(X* + 1) > F,[X]/(X* + 1)



etF,[X]/(X? + 1) est integre si et seulement & + 1 est irréductible dang,[X],
donc si et seulement si il n’a pas de racine puisqu’il est de dggcéest-a-dire si et
seulement si-1 n’est pas un carré daii.

Cherchons une condition nécessaire et suffisante @aur que—1 soit un carré
dansF,. Sip = 2, alors—1 = 1 = 12. Supposons maintenapt= 1 (mod 4), et

p—1

soit k tel quep = 4k + 1. L'équationz™2 = 1 a au plus”%1 solutions dand ; or,

p—1> 1%1 donc il existey € I, tel queypz;1 # 1. Mais comme de plug?—! = 1 par

le petit théoréme de Fermat, on en déduit g’t&% — —1. Celadonng? = —1 etdonc
y* est une racine carré del.
Inversement, si-1 = 22 avecx € F,, alors soitp = 2, soit(—1)"z” = 27 = 1

(p—1)

(petit théoreme de Fermat). i~ 2,1 # —1 etdonc le fait qué—1)
queZ! est pair, c’est-a-dire que= 1 (mod 4).

= 1 implique

Au final, on a montré les équivalences suivanteest somme de deux carrés si et
seulement si il n'est pas irréductible d&fijg|, si et seulement si1 a une racine carrée
danslF,, si et seulement gi=2oup =1 (mod 4). C’est bien ce que I'on voulait.

RemarqueOn aurait pu montrer plus directement le sens direcgt est somme de deux
carrés, comme il carré est congrd au 1 modulo4, p est congru &, 1 ou2 modulo4.
Le premier cas est exclus gaest premier donc pas multiple delLe dernier cas donne
p pair doncp = 2.



