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Théoreme de Fejér

Référence : Francinou — Gianella — Nicolas, Oraux X-ENS, Analyse 2

Théoréme. Soit f : R — C continue2r-périodique. On note,, la somme partielle
d’indice n de la série de Fourier d¢. Alors la somme de Cesaro 4#,,) converge
uniformément vers.

On notef,, = Zk —o Sk- On introduit lenoyau de Fejer
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Lemme 1.Onaf,(z) = K, = f (produit de convolution défini sur le toie/277Z).

Démonstration.Soit (¢) la suite des coefficients de Fourier flePar définition, on a
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On a, pour toutr,
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d'oul fo(z) = &= fo" F(y) Knlz — y) dy = K, * f(x). O
Lemme 2. Pour toutz ¢ 277,
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Démonstration.On a vu, dans la démonstration du lemme 1, que pountolit, (z) =
Ly Sl etk Ainsi, pourz ¢ 277,
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qui est bien I'égalité annoncée. O

Déduisons maintenant le théoreme des deux lemmes ci-dessus. Tout d’abord, d’apres
le lemme 2, la fonctiori,, est toujours positive (si € 27Z, K,,(x) = n > 0). De plus,
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car [77 ¢**dx = 2m6y,. On écrit, pour tout,
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et commek,, est positive| f,(z) — f(z)] < 5= o7 |f(y — ) — f(x)|Ka(y)dy. Soit
¢ > 0. La fonction f est continue et périodique, donc uniformément continue. Soit
n € |0,n[ tel queVz,y € R, |z —y| < n = |f(z) — f(y)] < . On effectue les

majorations
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Par ailleurs,
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terme indépendant dequi tend vers) lorsquen tend vers l'infini. On a majoré, indé-
pendamment de, |f,(x) — f(z)| par une quantité que I'on peut rendre arbitrairement
petite. On en déduit qugf,,) tend versf uniformément.



