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Formes quadratiques skHy.

Référence : Francinou — Gianella — Nicolas, Oraux X-ENS, Algébre 3

Théoréme. Soientp un nombre premier impait; une puissance dg, F, le corps ag
élements, ef € F, un élément qui ne soit pas un carré. Soi: N*. Il existe exactement
deux classes d’équivalences de forme quadratiqueB/sucelles dey (z) = 23+ - -+
2 etdeg(z) =22 + -+ + 22 | + 02,

Lemme l.llya exactemenflf;—1 carres etq;—1 non carrés dan§’;. De plus, sil'on note
C I'ensemble des carrés, ongy\C = 6C.

Démonstration.Soity : F;, — F7, z — x2. C’est un morphisme de groupe He, son
image est, et son noyau edt—1, 1} (carp est impair). Donc
Card F q—1

Card €= Card (ker¢)) 2

et Card (F;\C) = %}, L'applicatonC' — F:\C, = ~— dz est une bijection, d'ol
F:\C = 6C. O

Lemme 2. Soienta, b € F,. L'équationaz® + by*> = 1 a au moins une solution daii¥.

Démonstration.En comptan®, ily a exactemen!”g—1 carres dan§, d’'apres le lemme
précédent. Soientl = {1 — az*,z € F,} et B = {by?,y € F,}. Les ensembles

A et B sont en bijection ave€’ U {0}, et doncCard A = Card B = Z}*. Ainsi,
Card A 4+ Card B > Card F, = ¢, et ces ensembles ne peuvent donc étre disjoints. Ce
qui signifie exactement que I'équatien® + by? = 1 a au moins une solution. ]

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Tout d’ab@tdy, ne sont
pas équivalentes, car si c'était le cas, il existefait GL,,(F,) telle que

1 1

—tp h P,
0 1
et ceci entrainerait = (det P)2. Pour montrer que toute forme quadratique est équiva-
lente a 'une de ces deux-1a, nous allons procéder par récurrence sur la dimedsion
I'espace.

Tout d’abord, sin = 1, une forme quadratiqugest de la formey(z) = ax?. Sia

est un carréd = b?), le changement de variahlé = a2z donne I'équivalence entiget
¢:. Sinon,a est de la forméb? et le « méme » changement de variable dopreg,.
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Nous allons également traiter le cas= 2 qui nous servira de lemme pour établir
I’hérédité dans notre récurrence. Spitne forme quadratique. Quitte a faire un premier
changement de coordonnées pour se placer dans une base orthogonaleopqueut
supposer qug(z) = a1x? + apx3. D'aprés le lemme 2, il existe un vecteut) =
WV, M) tel queg(v®) = 1. Il est bien sar non nul, soit® € (v®)Le, non nul.
Alors (v), v(?) est une base dE? et dans cette basg(z,v) + z0?) = 27 + ozl
On distingue encore deux cas selon gusoit un carré ou non : gi est un carré, alors
q ~ q1, Sinon,q ~ gs.

Soit maintenant. > 2, supposons le résultat vrai pour tout espace de dimension
n — 1. Soitq une forme quadratique siif;. Quitte a changer de coordonnées pour une
base orthogonale poyt on suppose quéz) = a;z? + - - - + a,z2. En appliquant le
casn = 2 a la restriction de au sous-espace engendré par les deux premiers vecteurs
de base, on se raméne a une forme quadratique dytype= z? + asz3 + - - - + a,x>.

On applique alors I'hypothése de récurrence a la fogthe) = ayx3 + - - - + a, 22 sur
'espace engendré par les— 1 derniers vecteurs, et on en déduit le résultat voulu.



