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Fonction continue dont la série de Fourier diverge.

Référence : Gourdon, Analyse

Théoreme. Soitf : R — R la fonction paire eRr-périodique définie par
+0o0

Vo e [0,7], f(x) = > %8111((2’“3 + 1)%) :

Alors f est bien définie, continue sret sa série de Fourier diverge én

Pour tousk € N etz € [0, ], on a] sin((2¥ + 1)2)| < L qui est le terme d’une
série convergente. Ainsi, la série définissgrgst normalement convergente, et donc
f est bien définie et continue sliy, 7|, puis sur[—x, 7| par parité, et enfin suR par
2m-périodicité.

Ecrivons la série de Fourier dé sous la forme‘# + D nens n(f) cos(nx) +
b,(f)sin(nx). Commeyf est paire, pour tout, b,(f) = 0. On a (encore par parité de

h
2 [T ™ X 3 t)
S — sin = dt.
77/0 f(t) cos(nt) d /0 5 S (2 +1)2 cos(nt) dt

En vertu de la majoration effectuée plus haut et du théoreme de convergence dominée,
on peut intervertir I'intégrale et la somme, de sorte que

9 +o0 1 ™
== Z —2/ sin((2k3 + l)f) cos(nt) dt.
T —1 k 0 2

Poura,n € N, on pose

Upo = cos(nt)sin| (2« + dt et s,.= Aoy
o= [ eostutysin( 20+ 15) s

On peut calculer explicitement leg . On a

Upo = %/ sin((o + 3 +n)t) +sin((o + 3 — n)t)
0

1 1 1 a+tl
=5 ot arl ) T eile 2
2\a+5+n a+;5-—n (a+3)2=n

Montrons que, d'une part,, > 0 pour tous(n,«) et ques,, > 3logn. Si
n < «, d'aprés I'expression calculée ci-dessusagle,, ar, > 0 pour toutk < n

1



et doncs,, , > 0. Pour traiter le cas ow > «, remarquons que Ieﬁaw sont les
coefficients de Fourier de la fonction paire2et-périodiqueg, définie sur|0, | par
ga(z) = sin((a + 3)z). Cette fonction est continue €t' par morceaux, donc est limite
de sa série de Fourier, et en particulig® + >~ .. ano = 59(0) = 0. DONC(5,.0)n
tend vers% quandn tend vers l'infini; la suite(a, ), étant négative pout > «,

la suite (s, ), est décroissante & partir deet donc est positive a partir de ce rang

puisqu’elle tend vers une limite positive.
ati

rlp e étant croissante s, |,
2

—Z Z/nl 7 tht

e} O[+§
= | —2—dt=-log(da+1) >
/0(a+§)2—t2 g logldar+1)

Par ailleurst —

5 log(a).

Rappelons que I'on a calcuté,(f) = 237, y. 124, o:3-1. On adonc

n 2 —+00 1
Sn = E ak(f) = ; E ﬁSkaS_l.
k=0 k=1

Les inégalités établies sur les,, montrent alors que, pour tokf

(k3 — 1) log 2

1 1
5 2k?

2k3 1 / k252k3 12k3 1 / 2]{}21 g(2k‘571> -
Ainsi, la suite extraitg.S,.s_,) tend vers l'infini, et c’est donc également le cas de la
série de Fourier d¢ en0.



