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Fonction continue dont la série de Fourier diverge.
Référence : Gourdon, Analyse

Théorème. Soitf : R → R la fonction paire et2π-périodique définie par

∀x ∈ [0, π], f(x) =
+∞∑
k=1

1

k2
sin

(
(2k3

+ 1)
x

2

)
.

Alorsf est bien définie, continue surR et sa série de Fourier diverge en0.

Pour tousk ∈ N etx ∈ [0, π], on a| 1
k2 sin((2k3

+ 1)x
2
)| 6 1

k2 qui est le terme d’une
série convergente. Ainsi, la série définissantf est normalement convergente, et donc
f est bien définie et continue sur[0, π], puis sur[−π, π] par parité, et enfin surR par
2π-périodicité.

Écrivons la série de Fourier def sous la formea0(f)
2

+
∑

n∈N∗ an(f) cos(nx) +
bn(f) sin(nx). Commef est paire, pour toutn, bn(f) = 0. On a (encore par parité de
f ),

an(f) =
2

π

∫ π

0

f(t) cos(nt) dt =
2

π

∫ π

0

+∞∑
k=1

1

k2
sin

(
(2k3

+ 1)
t

2

)
cos(nt) dt.

En vertu de la majoration effectuée plus haut et du théorème de convergence dominée,
on peut intervertir l’intégrale et la somme, de sorte que

an(f) =
2

π

+∞∑
k=1

1

k2

∫ π

0

sin

(
(2k3

+ 1)
t

2

)
cos(nt) dt.

Pourα, n ∈ N, on pose

an,α =

∫ π

0

cos(nt) sin

(
(2α + 1)

t

2

)
dt et sn,α =

n∑
k=0

ak,α.

On peut calculer explicitement lesan,α. On a

an,α =
1

2

∫ π

0

sin
(
(α + 1

2
+ n)t

)
+ sin

(
(α + 1

2
− n)t

)
=

1

2

(
1

α + 1
2

+ n
+

1

α + 1
2
− n

)
=

α + 1
2

(α + 1
2
)2 − n2

.

Montrons que, d’une part,sn,α > 0 pour tous(n, α) et quesn,n > 1
2
log n. Si

n 6 α, d’après l’expression calculée ci-dessus dean,α, ak,α > 0 pour toutk 6 n

1



et doncsn,α > 0. Pour traiter le cas oùn > α, remarquons que les2
π
an,α sont les

coefficients de Fourier de la fonction paire et2π-périodiquegα définie sur[0, π] par
gα(x) = sin((α + 1

2
)x). Cette fonction est continue etC1 par morceaux, donc est limite

de sa série de Fourier, et en particuliera0,α

2
+

∑
n∈N∗ an,α = π

2
gα(0) = 0. Donc(sn,α)n

tend versa0,α

2
quandn tend vers l’infini ; la suite(an,α)n étant négative pourn > α,

la suite(sn,α)n est décroissante à partir deα et donc est positive à partir de ce rang
puisqu’elle tend vers une limite positive.

Par ailleurs,t 7→ α+ 1
2

(α+ 1
2
)2−t2

étant croissante sur[0, α],

sα,α =
α∑

n=1

α + 1
2

(α + 1
2
)2 − n2

>
α∑

n=1

∫ n

n−1

α + 1
2

(α + 1
2
)2 − t2

dt

=

∫ α

0

α + 1
2

(α + 1
2
)2 − t2

dt =
1

2
log(4α + 1) >

1

2
log(α).

Rappelons que l’on a calculéan(f) = 2
π

∑
k∈N∗

1
k2 an,2k3−1. On a donc

Sn =
n∑

k=0

ak(f) =
2

π

+∞∑
k=1

1

k2
sn,2k3−1 .

Les inégalités établies sur lessn,α montrent alors que, pour toutk,

S2k3−1 >
1

k2
s2k3−1,2k3−1 >

1

2k2
log(2k3−1) =

(k3 − 1) log 2

2k2
.

Ainsi, la suite extraite(S2k3−1) tend vers l’infini, et c’est donc également le cas de la
série de Fourier def en0.
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