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Prolongement de la fonctidn

Référence : Objectif agrégation
Proposition. SoitP = {z € C,Rez > 0}. On définit la fonctiod” de’? dansC par

F(z):/ e 't
0

Alors
1. La fonctionl est bien définie.
2. Pour toutz € P,

I'(z) = Z % + /looettZ1dt.

3. Onnotef(z) =Y > (,‘1)" . Alors f est méromorphe sut. Ses pbles sont les
n=0 nl(n+z)

entiers négatifs et sont simples.
4. La fonctionl” se prolonge en une fonction méromorphe Gur
1. Soientz € P ett € [0, +oo[. On ale~ it 1| = ~tRe=—1,
— Sur[0, 1], e~tRe==1 L ¢Re=~1 st intégrable caRe z > 0.
— Sur[l, +oo[, e"*tRe=~1 est intégrable car est uri1/¢?).
Donce~!tRe=~1 est intégrable sup, +ool, et est bien définie. O

2. On écrit ) .
['(2) :/ ettZ1dt—|—/ e "t*dt.
0 1

Dans la premiére intégrale, nous allons développer I'exponentielle en série entiére puis
utiliser un théoreme d’intervertion. Pour totst z,

—+00

e—ttz—l o Z <_1)ntn+z—1
N n! '
n=0
On a, pour > 0,
+oo +oo
(_1)n n+z—1| __ " Rez—1 _ t;Rez—1
n=0 n=0

Cette fonction est intégrable sjix, 1] carRe z > 0. Le théoréme de Fubini s’applique
donc et nous donne

/1 —ttz—ldt - f (_1)71 /1 tn+z_1dt o f (_1)71
B € N n! Jo N nl(n + z)

n=0 n=0
d’ou I'égalité voulue. Il



3. Nous allons utiliser le théoreme suivant qui traite des séries de fonctions méro-
morphes.

Théoréme. Soit (f,,) une suite de fonctions méromorphes sur un outede C. On
suppose que pour tout compdctde(?, il existe un entietVg tel que :

(i) pour tout entiem > Nk, f,, n’a pas de pole dan£,
(i) laséried’ .y, fn converge uniformément siy.

Alors la s.erlez+ o [ définit une fonction méromorphe str

Appliquons ce théoréme aux fonctiofis : z — nﬁ(‘niz) La fonction f,, est méro-
morphe, avec un unique poéle simple-en. Soit K un compact d€. Il existe Ny € N
tel que K C D(0, Nk). Alors pour toutn > Ny, f, d’a pas de p6le dans, et de plus,
siz e K,

|lz+n|=>2n—|z| 2n— Ng.

1 . s 7 , o P
Donc |-~ n,(n+z j| < st Qui est le terme général d’une série convergente. Par consé-

quent,>_, . v, f» €st normalement, donc uniformément convergentessur
Le théoreme permet donc bien d’affirmer glie- Z* o [» €st une fonction méro-
morphe surC, et ses pdles sont les entiers négatifs, et sont simples. O

4. Pour conclure, nous allons établir que— [~e~*¢*~'dt définit une fonction holo-
morphe surC.

La fonctionz — e t*~1 = e~te(*=1Int st holomorphe pour towt> 1. Soit X un
compact deC. Il existe M tel queK C {z € C,Rez < M}. Alors pour tous: € K et
t>1,o0ona

eftthl

7tt271‘ — e*ttReZ71 g

le
qui est intégrable syt , +oo[. Ceci montre d’une part que l'intégrale ci-dessus est bien
définie pour tout dansC (et pas seulement dafy, et d’autre part, cela permet d’ap-
pliquer le théoréeme d’holomorphie sous le signe intégrale. Ains, fl‘x’e*ttzfldt est
holomorphe su€.
Au final,

+oo n ()
P | ewar
“— nl(n + z) 1

est une fonction méromorphe sir, d’apres I'égalité montrée eh, c’est 'unique pro-
longement analytique désurC\(—N). O



