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Générateurs déL,(K) etSL,(K)

Référence : Francinou Gianella Nicolas, exos X-ENS, algébre 2

Théoréme. Soit K un corps. Le group8L,,(K) est engendré par les transvections. Le
groupeGL,,(K) est engendré par les transvections et les dilatations.

On noteE;; la matrice avec url en position(s, j) et des0 ailleurs. On rappelle
qu’une transvection est une matrice de la forfyg\) = I, + \E;; aveci # j, et
une dilatation est une matrice de la formg(\) = I, + (A — 1)E;;, ouA € K*. On
adetT;;(\) = 1 etdet D;(A) = A. Multiplier & droite parZ;;(\) revient a effectuer
I'opération sur les colonnesS; «— C; + AC;, et multiplier a gauche revient a effectuer
I'opération sur les ligned,; «— L; + A\L;.

Soit M = (m;;) € GL,(K). Nous allons montrer qu’il existe des transvections
Ty,..., T, etTy,...T! telles queM = T)---T,D,(det M)T7] ---T!, en effectuant des
opérations sur les lignes et les colonnes telles que les deux évoquées ci-dessus.

On raisonne par récurrence surSin = 1, alorsM = D;(det M) de maniére
évidente. Soitr > 2 et supposons le résultat vrai pour toute matricé&dg_; (K).

Dans un premier temps, supposons gue I'un au moins des coefficignisour

> 2 est non nul. On effectue alors 'opératioh; «— L; — = 1Ll, ce qui revient &
multlpllerM a gauche palfy;(— ml;1) Dans ce cas, le coefﬁme(ﬂ 1) de la matrice
obtenue estn;; — mﬂ X my; = 1.

Sitous les coefficients:;;, © > 2 sont nuls, alorsn;; n'est pas nul car la matrick/
estinversible. On effectue alors les opératiéns— L+ Lo, Ly «<— Ly— Ly, pUiSL; «—

L, + Ls. Cela entraine, par multiplication par des transvections, les transformations
suivantes :

Ll L1 -+ L2 Ll + L2 L2
L2 N L2 — _Ll — _Ll

et ainsi, on est ramené au casrog, est non nul.

Enfin, pouri de2 an, on effectue les opérations «— L; — m; L, etC; — C; —
m1;C; (en identifiantn,; au coefficients, j) de la matrice obtenue aprés les opérations
précédentes), annulant ainsi tous les coefficients de la premiére colonne et de la premiéere
ligne sauf le coefficientl, 1) qui reste égal a.

IRemarque : ces coefficients existent puisgue 2, c’est ce qui fait fonctionner les choses !



Pour résumer, la situation est la suivante. Il existe des transvedions. , S, et
Si, ..., S, telles que

S SMS S =
0

En appliquant I'hypothése de récurrencé/a et en complétant les matrices de trans-
vection de taillen — 1 obtenues ainsi par un coefficienen haut a gauche, on obtient

Tl TOMT - T = Dy (det M.

On a bien sQdet M = det M’, et on en déduit le résultat annoncé.
SiM € SL,(K), alorsD,,(det M'") = I,, et doncSL,,(K) est bien engendré par les
transvections seules.

Application. Les groupeSL,(R) etSL, (C) sont connexes par arcs. Le grougé,,(C)
est connexe par arcs.

Démonstration.Montrons que toute matrice de ces groupes peut étre reliée par un che-
min continu al,,. Soit K = R ouC, et soitM € SL,(K). Alors il existeTy, ..., T,

des transvections telles qué = T; - - - T,.. SiT = T;;(\) est une transvection, notons

¢ I'application def0, 1] dansSL,,(K') qui at associ€l};(t\) (sit = 0, c'est I'identite).
Considérons maintenant I'application

d: [0,1] —  SL,(K)
t = Up ()Y (t)

Pour toute transvectidf, I'applicationy; est continue. Le produit d’applications conti-
nues étant continup est également continue. Gpb(1) = M et ®(0) = I,, ce qui
conclut.

Le cas deGL,(C) est un peu plus délicat, car I'applicatione [0,1] — D, (t\)
n'est pas a valeurs dagt., (C), et on ne peut donc pas utiliser la méme technique que
précédemment. Mais remarquons dlieest connexe par arcs. Ainsi, pour toug C*,

il existe une application continyg de [0, 1] dansC* telle quep,(0) = 1 etp,(1) = A.
Alors I'applicationt € [0, 1] — D, (p.(t)) est a valeurs darsL,,(C), et on conclut par
la méme méthode que précédemment. Il

RemarquePourGL, (R), ¢a ne marche pas, cBF n’est pas connexe par arcs. En fait,
on peut montrer qu&L, (R) a, tout commeR*, deux composantes connexes.



