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Référence : Francinou — Gianella — Nicolas, Oraux X-ENS, Algebre 1

Théoreme. Le nombre minimum de transpositions engend@pestn — 1.

Montrons tout d'abord que les— 1 transposition$1 2), (1 3), ..., (1 n) engendrent
S,.. On procéde par récurrence sutl est évident quél 2) engendrés,. Soitn > 2;
supposons quél 2), (1 3),..., (1 n) engendren®,, et montrons qu¢l 2), (1 3), ...,
(1n+ 1) engendren®,, ;. Soito € &,,;,. De deux choses l'une :

— Sio(n+1) = n+ 1, alorsoyp ) € 6, et donco est engendrée pai 2),

(13),...,(1n).
— Sio(n+ 1) = j avecj € [1,n], alors I'applications’ = (1 n + 1)(1 j)o vérifie
o'(n+1) =n+ 1, et est redevable du point précédent.
Finalement,1 2), (1 3),..., (1 n + 1) engendrent bie®,,,, ce qui conclut la récur-
rence.

Nous allons montrer maintenant q@, ne peut pas étre engendrée par moins de
n — 1 transpositions, & I'aide de la théorie des graphes. Etant donné un engéemble
{m,..., 7} de transpositions d&,,, on lui associe le graphe (non orient&), dont
'ensemble des sommets és$tn], et ou une aréte relieetj si et seulement gi j) € 7.
Remarquons alors que si I'ensembileengendreS,, alors le graphér, est connexe.
En effet, si ce n'est pas le cas, deux élémergs; qui sont dans deux composantes
connexes distinctes ne peuvent étre envoyé I'un sur l'autre par un élémerif'de.

Pour conclure, il suffit d’établir le lemme suivant :

Lemme. SoitG un graphe an sommets. SiF est connexe, alor§& a au moins, — 1
arétes.

Démonstration.On procede par récurrence surSin = 2, le résultat est clair. Soit
n > 3. Supposons que tout graphe connexe-a 1 sommets a au moins — 2 arétes.
NotonsS I'ensemble des sommets d& eta(G) le nombre d’arétes d@. Pourz € S,
on notej(x) la valence, c'est-a-dire le nombre d’arétes arrivant.gBdomme toute aréte

a au moins deux sommeéts
20(G) = 6(x) 1)

€S
Le fait queG soit connexe entraine I'inégalitéx) > 1 pour toutz. Séparons deux cas :
— sipour toutr € S, §(z) > 2, alors I'inégalité (1) donne immédiatemer{y) >
n,

1Eventuellement un seul si I'aréte « boucle » sur le méme sommet.



— s'il existexy € S tel qued(zy) = 1, on considere le graph@ privé dex, et de
I'unique aréte y arrivant. Alor&’ an — 1 sommets et (G’') = a(G) — 1. De plus,
G’ est encore connexe, et par hypothése de récurrefGé), > n — 2. Ce qui
donne bieru(G) > n — 1.
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