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Théorème. Le nombre minimum de transpositions engendrantSn estn− 1.

Montrons tout d’abord que lesn−1 transpositions(1 2), (1 3), . . . , (1 n) engendrent
Sn. On procède par récurrence surn. Il est évident que(1 2) engendreS2. Soitn > 2 ;
supposons que(1 2), (1 3), . . . , (1 n) engendrentSn et montrons que(1 2), (1 3), . . . ,
(1 n + 1) engendrentSn+1. Soitσ ∈ Sn+1. De deux choses l’une :

– Si σ(n + 1) = n + 1, alorsσ|J1,nK ∈ Sn et doncσ est engendrée par(1 2),
(1 3), . . . , (1 n).

– Siσ(n + 1) = j avecj ∈ J1, nK, alors l’applicationσ′ = (1 n + 1)(1 j)σ vérifie
σ′(n + 1) = n + 1, et est redevable du point précédent.

Finalement,(1 2), (1 3), . . . , (1 n + 1) engendrent bienSn+1, ce qui conclut la récur-
rence.

Nous allons montrer maintenant queSn ne peut pas être engendrée par moins de
n − 1 transpositions, à l’aide de la théorie des graphes. Étant donné un ensembleT =
{τ1, . . . , τk} de transpositions deSn, on lui associe le graphe (non orienté)GT , dont
l’ensemble des sommets estJ1, nK, et où une arête reliei etj si et seulement si(i j) ∈ T .
Remarquons alors que si l’ensembleT engendreSn alors le grapheGT est connexe.
En effet, si ce n’est pas le cas, deux élémentsi et j qui sont dans deux composantes
connexes distinctes ne peuvent être envoyé l’un sur l’autre par un élément de< T >.

Pour conclure, il suffit d’établir le lemme suivant :

Lemme. SoitG un graphe àn sommets. SiG est connexe, alorsG a au moinsn − 1
arêtes.

Démonstration.On procède par récurrence surn. Si n = 2, le résultat est clair. Soit
n > 3. Supposons que tout graphe connexe àn − 1 sommets a au moinsn − 2 arêtes.
NotonsS l’ensemble des sommets deG, eta(G) le nombre d’arêtes deG. Pourx ∈ S,
on noteδ(x) la valence, c’est-à-dire le nombre d’arêtes arrivant enx. Comme toute arête
a au moins deux sommets1,

2a(G) >
∑
x∈S

δ(x) (1)

Le fait queG soit connexe entraîne l’inégalitéδ(x) > 1 pour toutx. Séparons deux cas :
– si pour toutx ∈ S, δ(x) > 2, alors l’inégalité (1) donne immédiatementa(G) >

n ;

1Éventuellement un seul si l’arête « boucle » sur le même sommet.

1



– s’il existex0 ∈ S tel queδ(x0) = 1, on considère le grapheG′ privé dex0 et de
l’unique arête y arrivant. AlorsG′ an−1 sommets eta(G′) = a(G)−1. De plus,
G′ est encore connexe, et par hypothèse de récurrence,a(G′) > n − 2. Ce qui
donne biena(G) > n− 1.
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