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Groupes d’ordre 8.

Référence : Francinou — Gianella, Exercices pour I'agrégation, Algébre 1

Proposition. A isomorphisme prés, il existe cing groupes d’oréreZ /87, 7 /47 x
7.)27., (Z/27)3, D, etHg.

Soit G un groupe d’ordres. Tout d'abord, d’apres le théoréme de structure des
groupes abéliens finis, & est abélien(G est isomorphe & I'un des group&g8Z,
Z7.JAZ x 7.)27 ou (Z/27.)3.

Dans le cas général, notonkordre maximal des éléments dé Alorsr € {2,4,8}.
Sir = 8, G estcyclique et don€& ~ Z/8Z. Sir = 2, cela signifie que pour tout€ G,

a’? = e. Soientr,y € G. On azyx~ly~! = ayzy = (vy)* = e et ainsizy = yz : G est
abélien, etisomorphe & /27Z)3.

Intéressons-nous maintenant au casro& 4. On considere un élémente G
d’ordre 4, et on posef{ = (i); H est d'indice2 dansG donc est distingué. On a une
Suite exacte

1—>H—>G—>G/HZZ/2Z—>1.

Alors cette suite est scindée si et seulement si il existeZ\ H d’ordre2. En effet, sis
est une sectiori(1) est un tel élément, et siest un tel élément, définie pars(0) = e
ets(1) = a est une section.

Supposons dans un premier temps que la suite est scindée. @iast,un produit
semi-direct del{ ~ 7 /47 parZ/27. La loi de ce produit est déterminée par un mor-
phisme deZ/2Z dansAut(Z/4Z) ~ Z/2Z. Il y a deux tels morphismes : le morphisme
nul, qui donne le produit dired/47Z x Z/27Z, et le morphisme identité, qui donne un
«vrai» produit semi-direct /47 x Z/27. ~ Dy.

Supposons désormais que la suite exacte n’est pas scindée, c’'est-a-dire qu’il n'y a
pas d'élément d’ordré hors deH. L'unique élément d’ordré de G est donci?, que
I'on note —1. Le neutre est ici noté. Soitj € G\ H (j est donc d’ordrel), et notons
k =ij. Lélémentk n’est pas non plus dar$, et est donc aussi d’ordde On en déduit
quej? = k% = —1 puisquek? et ;2 sont d’ordre2. Montrons maintenant que le centre
Z(G) de ce groupe estréduitfd, —1}. Il esta priori d’ordrel, 2,4 ou8. Mais il ne peut
pas étre d’ordr&® puisqueG n’est pas commutatif. Il n’est pas non plus d’ordrecar
G est un2-groupe et le centre d’up-groupe n’est jamais réduitia Enfin, siZ(G) était
d'indice 2, G/Z(G) serait un groupe isomorpheZa/2Z (donc cyclique). Tout élément
de GG s’écrirait sous la forme”z aveca tel quea soit générateur d&'/Z(G), p € Z
etz € Z(G). Donc tous les éléments decommuteraient les uns avec les autres; et
serait commutatif ce qui n’est pas le cas. Finalement, on en déduit que I'ordig e
est2, etdonc queZ (G) = {1, —1}.



En particulier—1 commute aveg, j etk, etonnote—i = (—1) x4, —j = (—1) xj
et—k = (—1) x k. Les élémentd, —1, i, 5, k, —i, —j, —k sont tous distincts, et
vérifient notamment les relation$ = j2 = k> = —1,4j = —ji = k : on reconnait en
(G le groupe des quaterniofit.

Une question est-il vraiment nécessaire de montrer gUé&-) est exactemerft—1, 1},
ne peut-on pas se contenter de prouver-ques Z(G) ? (Ce qui est plus facile : il suffit

de remarquer quég(G) # {1}, et alors il a un élément d’ordiz(diviseur premier de
son cardinal).)



