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Théoreme d’'inversion locale

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Rouviére

Théoréme. Soitf : U Cc R™ — R" une application de classé' définie sur un ouvert
U deR" contenant). On notea = f(0), et on suppose qul f(0) est inversible. Alors
il existe un voisinag® de0 dansR™ et un voisinagél dea dansR™ tels quef soit un
C!-difféomorphisme d& sur V.

La démonstration comprendra deux étapes principales. Dans un premier temps, on
établira I'existence locale d’'un inverse potia I'aide d’'une méthode de point fixe, puis
on étudiera la régularité de cet inverse.

Pour touty € R™, on définit la fonctiont), par, pourz € U,

Fy(x) =2 — Df(0)"(f(z) — y).
Soite €]0, 1[. Fixons dans un premier tempse R™. La fonction F}, est de classé"
surU, et

DF,(z) =1, — Df(0)"'Df(x).

En particulier,DF,(0) = 0, et par continuité d& £, il exister > 0 tel que, si|z| < r,
alors ||DF,(z)|| < e (on peut choisir tel que B(0,7) C U). On en déduit, par le
théoréme des accroissements finis, fiig(z) — F,(0)|| < ¢||z|| < er. Notons que-
est indépendant dg puisque c’est le cas deF,,.

OnaF,(0) = Df(0)" (y—a). SoitW = {y € R", | Df(0) "My — a)l| < (1—e)r};
c’est un voisinage ouvert de Soity € 1W. Alors I'inégalité précédente montre que

|Fy(@)]| <er+(1—e)r=r.

Ainsi, siz € B(0,r), alorsF,(z) € B(0,r), et par conséquent; se restreint en une
application deB3(0, ) dans elle-méme ; la boulB(0, ) étant un fermé d&", elle est
compléte.

On a montré de plus quE este-lipschitzienne sur3(0,r), et commes < 1, F
est contractante. Par le théoréme du point fixe, il existe un uniqae3(0,r) tel que
F(z) = x, autrement ditf(z) = y. On a mémer € B(0,r), car on peut appliquer ce
qui précéde aun < rtelque||Df(0)"L(y — a)|| < (1—e&)r’, etobtenirr € B(0,r") C
B(0,r).

Posong/ = B(0,r)N f~'(W). Alors ce qui précéde montre qyieest une bijection
deV surW. En effet, sir € V, f(z) € W (puisquer € f~(WW)), et pour touty € W,

il existe un uniquer € B(0,r), nécessairement dais tel quef(z) = y.

Nous avons donc montré I'existence d’un inverse local goiNous allons mainte-
nant nous intéresser a la régularité de cet inverse.

1



Montrons dans un premier temps qfe! : W — V est lipschitzienne. Nous allons
pour cela réutiliser les applicatio§ définies plus haut. Soient y, € W, et posons
r=f"Yy) etz = f~(y). OnaalorsF,(z) = z et F,, (zo) = xo. Ainsi,

T — xo = Fy(x) — Fy(w0)

= (Fy(x) = Fy(o)) — (Fy(20) — Fy (o))
= (Fy(z) = Fy(0)) + Df(0)""(y — 0)-

CommeF, este-lipschitzienne, on obtient
lz = aoll < £l = ol + | DFO) [ lly = wol

et ainsi, X
_ _ Df(0)~
17" ) £ )| = e — ol < 2P gy
Donc f~! est lipschitzienne, et en particulier continue.
Afin d’établir la différentiabilité def, montrons d'abord qué® f(z) est inversible
si ||z|| < r. Fixons un telz et notons, pour simplifiertd = Df(0) et B = Df(z).
On a, poury quelconque) F,(z) = I, — A~' B, et rappelons qugD F,(z)|| < & pour
|z|| < r. En particulier|I,, — A~'B|| < 1, et par conséquent, la série

> (I, - A7'B)

keN

est convergente, et converge vers un inversg,de(l, — A~'B) = A"'B. DoncA™'B
est inversible, et donc c’est également le cagide D f(z).

Soientz,zy € V, y,yo € W tels quey = f(x) etyo = f(xg). Commef est
différentiable ency, on a

y = yo = Df(xo)(x — o) + ofl|z — wol))-

Or, on a montré qug¢ ! est lipschitzienne c’est-a-dire qile — zo|| < C ||y — vol| pour
une certaine constante Donco( ||z — z¢||) = o(|ly — yo||) et ainsi

x—x9=Df(x0)" (y — yo) + o(lly — woll),

ce qui signifie qug' ' est différentiable ep,, de différentielleD f(f~*(y,))*. De plus,
y — Df(f~'(y))~! est continue (composée des applications continues f~'(y),
x+— Df(x), etA— A~'). Doncf~! estde class€’ suriv.



