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Ellipsoide de John-Loewner
Références : Francinou - Gianella - Nicolas, Oraux X-ENS, algebre 3
Alessandri

Théoréme. Soit K un compact d’intérieur non vide d&". Il existe un unique ellipsoide
de volume minimal contenait.

Existence. Un ellipsoide est défini pgrz € R”,¢(x) < 1}, ouq est une forme qua-
dratique définie positive. Notordg I'ensemble des formes quadratiqués, I'ensemble
des formes quadratiques positivés' ™ I'ensemble des formes quadratiques définies
positives. Poug € Q**, on note€, = {z € R", ¢(x) < 1} l'ellipsoide associée. Dans
une base orthonormée adapté¢s;écritq(xz) = > | a;z? aveca; > 0. Le volume de

&, se calcule alors ainsi :

vol(&,) = ///Z . dzy - - - dzy,.

Faisons le changement de variable= /a;z; (qui définit bien urC*-difféomorphisme).
Le jacobien de ce difféomorphisme Q%tll:an NotonsD(q) = a; - - - a,,. Le change-
ment de variable donne alors

Vo

=[] g o

ouVj estle volume de la boule unité &&. Notre probléme se ramene donc a maximiser
D(q) pour lesq € Q" telles quevz € K, q(x) < 1. Pour cela, nous allons en fait
maximiserD(q) sur un ensemble un peu plus grand : soit

A={ge Q" Vz e K, q(z) <1}.

On munit@ de la normeN(q) = supy, < |¢(z)|. Montrons queA est un compact
convexe et non vide d@ (la convexité ne sera utile que dans la partie unicité). Comme
@ est unR-espace normé de dimension finie, pour montrer. 4uest compact, il suffit

de montrer qu'il est fermé et borné.

(convexe)Soientq, ¢ € A ett € [0,1]. Pour toutr € R", (tqg + (1 — t)¢')(z) =
tq(x)+(1—t)¢'(x) > 0 etpourtout: € K, (tg+(1—1)¢')(x) = tq(x)+(1—t)q (z) <
t+(1—t)=1,donctqg+ (1 —t)q € A.

(fermé) Soit(q,) une suite d’éléments dé¢ qui converge verg € (). Pour toutr € R™,

on aljg() - g.(x)| < N(g — ) | donc (g,(z)) tend versq(x). En particulier,
¢(z) =limg,(z) = 0, etsiz € K, q(z) = lim g, (z) < 1.
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(borné) CommeK est d'intérieur non vide, si € K, il exister > 0 tel queB(a,r) C
K. Soitq € A. Pour toutr tel que||z|| < 7, a4z € K et par conséquentz + a) < 1.
Par ailleursg(—a) = ¢(a) < 1. On a donc, en utilisant 'inégalité de Minkowski,

Va@) = qlz +a—a) < Valz+a) + Vq(—a) <2,

et ainsig(z) < 4. Si, maintenant, on considéretel que||z|| < 1, on ag(z) =
+q(rz) < 5 d’aprés ce qui précéde, et doidq) < . DoncA est borné.

(non vide) Le compactK est en particulier borné. Salt/ tel quevz € K, ||z|| < M.

Considérongy (z) = ”]\”“"4—”22; c’est une forme quadratique définie positive, et pour tout

x € K, ¢1(z) < 1 par construction. Dong, € A.

L'application continueD atteint un maximung, sur le compact. De plus, comme
la forme quadratique; définie ci-dessus est daons et qu’elle est définie positive,
D(q) = D(q1) > 0, et ainsiq, est également définie positive. Ceci conclut la par-
tie existence : I'ellipsoidé,, convient.

Unicité. Nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme. SoientA et B deux matrices symétriques définies positives, €t|0, 1]. Alors
det(aA + (1 — a)B) > (det A)*(det B)' .

De plus, sic €]0, 1] et A # B, I'inégalité est stricte.

Démonstration.Par le théoréme de réduction simultanée, il exiBtez GL,(R) et
D diagonale telles quel = P'P et B = PD 'P. De plus, commeB est définie
positive, les coefficients d®, que I'on note)\,, ..., \,, sont strictement positifs. On
adet(aA + (1 — @)B) = (det P)*det(ad, + (1 — a)D) et (det A)*(det B)'~* =
(det P)?(det D)'~*, on est donc ramené au cas &u= I,, et B = D, car(det P)?* est
strictement positif. On a

n

det(al, + (1 —a)D) = [J(a+ (1 — a)X)

d’une part, et d’autre part,

(det D)= = T A
i=1
La fonction logarithme est strictement concave, donc pouritdufa + (1 — a));) >
alnl+(1—a)ln()) = (1 —a)ln();). Onendéduit qué_"  In(a + (1 — a)\;) >
> or (1 —a)ln()), puis en passant a I'exponentielle, I'inégalité recherchée. De plus,
sia €]0,1] et A # B, I'un des)\; est différent del, et par stricte concavité de,
l'inégalité est stricte. Il



Revenons a la démonstration du théoréme. Supposons par I'absurde qu’il existe une
forme quadratique définie positive# ¢, tel queD(q) = D(qy). SoientS et .S, des
matrices symétriques définies positives représentant respectiveneeny dans une
base orthonormée. Commiest convexe; (¢ + ¢o) € A, eton a

D(%(q +q0)) = det(%(S 1+ 80)) > (det So)% (det S)¥ = det Sy = D(qo),

ce qui est absurde par maximalité Béq).



