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Les méthodes d’intégration de Gauss consistent en une approximation du type∫ β

α

f(x)w(x) dx '
l∑

j=0

λjf(xj) (1)

oùw : [α, β] → R∗
+ est continue, et

∫ β

α
w(x)dx < +∞ (fonction poids). On le théorème

suivant :

Théorème(Polynômes orthogonaux). On note〈·, ·〉w le produit scalaire défini par

〈f, g〉w =

∫ β

α

f(x)g(x)w(x) dx.

Il existe une unique famille(Pn)n∈N de polynômes unitaires, orthogonale pour〈·, ·〉w, et
telle quedeg Pn = n pour toutn. De plus, chacun de ces polynômes a toutes ses racines
réelles et distinctes.

Ces propriétés permettront de démontrer le théorème suivant :

Théorème (Méthodes de Gauss). Il existe deux uniques familles de réels(xi)06i6l et
(λi)06i6l telles que la méthode de Gauss(1) soit d’ordre2l + 1. Lesxi sont alors les
racines dul + 1-ième polynôme orthogonal pourw.

Unicité. Supposons quex0, . . . , xl et λ0, . . . , λl donnent lieu à une méthode d’ordre
au moins2l + 1. Posons

πl+1 =
l∏

i=0

(X − xi).

Alors deg πl+1 = l + 1, donc pour toutP ∈ Rl[X], deg Pπl+1 = 2l + 1. Puisque la
méthode est d’ordre2l + 1,∫ β

α

P (x)πl+1(x)w(x) dx =
l∑

j=0

λjP (xj)πl+1(xj) = 0

car lesxj sont les racines deπl+1. Ainsi, πl+1 est orthogonal àRl[X], et comme il est
unitaire, c’estle l + 1-ième polynôme orthogonal pourw. D’où l’unicité desxj. Calcu-
lons maintenant lesλj. SoientLi ∈ Rl[X] les polynômes élémentaires d’interpolation
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de Lagrange en lesxj : Li(xj) = δij. Comme ils sont de degré plus petit que2l + 1, la
méthode est exacte pour ces polynômes.

λi =
l∑

j=0

λjLi(xj) =

∫ β

α

Li(x)w(x) dx

ce qui détermine entièrement lesλi.

Existence Soit maintenantπl+1 le l + 1-ième polynôme orthogonal pourw, soient
x0, . . . , xl ses racines, et en définissant alorsLi comme ci-dessus, on pose

λi =

∫ β

α

Li(x)w(x) dx.

Montrons qu’alors la méthode est d’ordre2l + 1. Tout d’abord, pourP ∈ Rl[X], P est
égal à son polynôme d’interpolation de Lagrange

∑l
i=0 P (xi)Li(x), et par conséquent,∫ β

α

P (x)w(x) dx =

∫ β

α

l∑
i=0

P (xi)Li(x) =
l∑

i=0

P (xi)λi

par définition desλi, ce qui assure que la méthode est d’ordre au moinsl. Si, maintenant,
P ∈ R2l+1[X], on écrit sa division euclidienne parπl+1 :

P = Qπl+1 + R

avecdeg R 6 l, et commeπl+1 est de degrél+1 etP de degré au plus2l+1, deg Q 6 l.
Ainsi, d’une part,∫ β

α

P (x)w(x) dx =

∫ β

α

Q(x)πl+1w(x) dx +

∫ β

α

R(x)w(x) dx =

∫ β

α

R(x)w(x) dx

carπl+1 est orthogonal àRl[X] par définition, d’autre part,
l∑

j=0

λjP (xj) =
l∑

j=0

λjQ(xj)πl+1(xj) +
l∑

j=0

λjR(xj) =
l∑

j=0

λjR(xj)

carπl+1(xj) = 0 pour toutj. On a bien l’égalité voulue, ce qui montre que la méthode
est d’ordre au moins2l + 1. Il reste à montrer qu’elle est d’ordre exactement2l + 1, et
pour cela, à exhiber un polynôme de degré2l+2 pour lequel elle n’est pas exacte. C’est
le cas deπ2

l+1 : ∫ β

α

πl+1(x)2w(x) dx > 0

car la fonction intégrée est positive et pas presque partout nulle, mais en revanche,
l∑

j=0

λjπl+1(xj)
2 = 0.
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