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Méthodes de Gauss.

Référence : Demailly

Les méthodes d’intégration de Gauss consistent en une approximation du type

l
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ouw : [, ] — R estcontinue, effw(x)dx < o0 (fonction poids). On le théoréme
suivant :

Théoréme(Polyndémes orthogonauxn notes-, -) , le produit scalaire défini par

B
<f,g>w=/ f(z)g(z)w(zx)dz.

Il existe une unique famille?, ),.cy de polynébmes unitaires, orthogonale pdur) , et
telle quedeg P, = n pour toutn. De plus, chacun de ces polynémes a toutes ses racines
réelles et distinctes.

Ces propriétés permettront de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme (Méthodes de Gauss)l existe deux uniques familles de ré¢is)o<;<; et
(A\)o<i<i telles que la méthode de Gauds soit d’ordre 2! + 1. Lesz; sont alors les
racines du + 1-ieme polynéme orthogonal pour.

Unicité. Supposons quey, ..., x; et \g, ..., A\ donnent lieu a une méthode d’ordre
au moins2! + 1. Posons
l
T+1 = H(X — ZL’Z)
=0

Alors deg m,; = [ + 1, donc pour toutP € R;[X], deg Pm; 1 = 21 + 1. Puisque la
méthode est d’ordre/ + 1,

l
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car lesz; sont les racines de,;. Ainsi, 4, est orthogonal &;[.X], et comme il est
unitaire, c’esle [ + 1-ieme polyndme orthogonal pour. D’ou l'unicité desz,. Calcu-
lons maintenant les;. SoientL; € R;[X]| les polynbmes élémentaires d’interpolation

1



de Lagrange en les; : L;(z;) = ¢;;. Comme ils sont de degré plus petit cier 1, la
méthode est exacte pour ces polyndmes.

! B
A= NLi(z)) = / Li(z)w(z) dz
3=0 o
ce qui détermine entierement l&s

Existence Soit maintenantr;,; le [ + 1-ieme polyndme orthogonal pour, soient
Xo, ..., 2; SES racines, et en définissant alby£omme ci-dessus, on pose

A = /j Li(z)w(z) dz.

Montrons qu’alors la méthode est d’ordre+ 1. Tout d’abord, pouP € R;[X], P est
égal a son polyndme d'’interpolation de Lagrarﬁé:0 P(z;)L;(x), et par conséquent,

/ da:—/ ZP:CZ i(:v)—gp(xi))\

par définition des\;, ce qui assure que Ia methode est d’ordre au mofBis maintenant,
P € Ry1[X], on écrit sa division euclidienne par,; :

P=Qmu+R
avecdeg R < [, etcommer,,; estde degré+1 et P de degré au pludl+1, deg @) < I
Ainsi, d’une part,

/j P(z)w(z)dr = /j Q(z)myw(z) dz + /j R(z)w(z) dx = /j R(z)w(z) dz

carm, ., est orthogonal &,[X] par définition, d’autre part,

Z AP (x;) = Z AQ () m () + Z AR(z;) = Z AjiR(z5)

carm1(x;) = 0 pour toutj. On a bien I'égalité voulue, ce qui montre que la méthode
est d’'ordre au moing/ + 1. Il reste & montrer qu’elle est d’ordre exactem&int- 1, et
pour cela, a exhiber un polyndme de degjré 2 pour lequel elle n’est pas exacte. C'est
le cas der},, :

/a s (2Vw(z) dz > 0

car la fonction intégrée est positive et pas presque partout nulle, mais en revanche,

l
Z )\j7Tl+1(ZL‘j>2 =0.
7=0



