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Théoreme de Molien

Référence : Exercices corrigés posés aux oraux de Polytechnique et des ENS, solutions
proposeées par Leichtnam, tome algébre et géométrie p 95

Soitn un entier et soi&; un sous-groupe fini d&@L(C"). On noted = C[X4, ..., X,].
Soit
o : G — 64
g = (P = P(g*(Xlﬂ ce 7Xn>))

ou I'on a abusivement identifig’, I'adjoint deg, avec len-uplet de polynédmes de degré
1 de A dont les composantes gé sont les fonctions polynomiales associées. Enfin, on
note A,, le sous-espace vectoriel deformé des polynémes homogénes de degret

AS = {P e A, Vg € G,0(g9)(P) = P}.

Lemme 1. L'application o est une action dé sur A, a valeurs dan$sL(A). De plus,
pour toutg € G, le sous espace vectorid}, est stable par(g).
Pour toutg, on noteras(g) I'application induite paw(g) sur Ay.

Démonstration.Montrons ques est un morphisme de groupes. Soient € G. Pour
toutP € A,onac(goh)(P)=P((goh)*(X1,...,X,)) = P(h*og*(Xy,..., X,,) =
o(g)(P(h*(X1,...,X,)) = o(g) o o(h)(P), et donco est bien un morphisme de
groupes.

Prouvons maintenant qu'il est & valeurs d&aHs(A). Soientg € G, P,Q € A et
A€ C.Alorso(g)(AP + Q) = (AP + Q)(g(X1,...,X,)) = Xa(9)(P) + o(9)(Q), et
ainsi,o(g) est linéaire.

Enfin, soienty € G et P € A, et montrons que(g)(P) € A,. Commeg* est
inversible, ses composantes sont des fonctions polynomiales homogénes (de) degré
et donc la composég o g* = o(g)(P) reste homogene, de dedré« 1 = k. [

Ainsi, A¢ est I'espace vectoriels des invariants glesous I'action de&. On note
ar(G) sa dimension.

Théoreme 2(Molien). La série génératrice des,(G) s’exprime de la maniere sui-

vante :
1 1
k_
Zak(G)X  #G gGZG det(idg — Xg)

k=0

[e.9]

Pour établir ce résultat, on montre d’abord le lemme suivant :



Lemme 3. SoientV” un espace vectoriel de dimension firieun groupe fini, etp un
morphisme de groupes dedansGL(V'). On note

Ve ={zeVVge G (g ()=} = () ker(id — p(g)).

geG

Alors )
dimV% = — Z Trp(g).
# G geG
Démonstration.Considérons I'application linéairg; = #dea ©(g). Montrons
quepq(V) = VC,
Soitz € V¢, Alors pour toutg, ¢(g)(z) = z. Donc

pele) = o Y e = g Yo =

geG geG

Ainsi, z € pg(V) et mémey est un de ses propres antécédentypar
Soitx € pa(V). Il existey tel quer = pg(y). Soitg € G ;

0(9)(@) = p(9)(Pe(y)) = # S wlg) 0 p(h)(y) = # S olgh)(w),

heG heG

et comme I'applicatiorh — gh est une bijection dé/, on a encore

P0)e) = 2 3P = paly) =

heG

Doncx € VC.

On a bienpg(V) = VE.

Montrons a présent que; est un projecteur. Sait € V. Alors pg(z) € V¢ d’aprés
ce qui précéde. Or, on a vu que tout élémentdeétait un de ses antécédents par
doncpg o pa(x) = pa(x). Par conséquent, le rang ge est également égal a sa trace.
Ainsi,

1
dim V¢ =rgpg = Trpe = ZC ZTr ©(9),
# geG
ce que I'on voulait. Il
Démonstration du théoreme Remarquons tout d’abord que tout élémentdest dia-

gonalisable. En effet, les éléments@sont tous annulés par le polynémve” ¢ — 1 qui
est scindé a racines simples. Spit G, et notons\y, ..., A, ses valeurs propres, et



I'endomorphisme envoyant une base de vecteurs propres associés sur la base canonique.
Alorsdet(id — Xg) = [[;—,(1 — XX\;). Ainsi,

n o0

det( zd Xg) H Z NXE

=1 k=0

En développant le produit, on obtient

1 - 1 n
dotlid ~Xq) :Z< >N ...Ajj))(k.

k=0 \ki+-+kn=k

Fixonsk € N. Soit P = XF' ... X aveck, + --- + k, = k un monéme del,. Par
définition deu, on ac, (ugu=")(P) = AP X ... Xen Xhn — A1 \En P Ainsi, P est
un vecteur propre dey(ugu~") de valeur propre\i’ - .- \k». Or, les monémes de la
formeX{“1 --- Xk aveck; + - - + k, = k formant une base déy, Ies/\’f1 -+ \Fn sont
exactement les valeurs propresai¢ugu="). En particulier,

Yo AT = Tr(ow(ugu™)) = Tr(ox(w)on(g)on(u) )

k1++kn:k

= Tr(op(u) 'or(w)or(g)) = Tr(ox(g))
et donc

—_— Tr(
det( zd Xg) % H(orlg

Maintenant, appliquons le lemme 3 avéc= A et¢ = 0. On obtient

dim AY = G ZTr ok(g

geG

et par consequent

k=0 k=0 geG
1 [e.e]

= Z Tr(ox(g)) X"
# G geG k=0

ce que I'on voulait. Il

w



