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Soitn un entier et soitG un sous-groupe fini deGL(Cn). On noteA = C[X1, . . . , Xn].
Soit

σ : G → S(A)
g 7→ (P 7→ P (g∗(X1, . . . , Xn)))

où l’on a abusivement identifiég∗, l’adjoint deg, avec len-uplet de polynômes de degré
1 deA dont les composantes deg∗ sont les fonctions polynomiales associées. Enfin, on
noteAk le sous-espace vectoriel deA formé des polynômes homogènes de degrék, et

AG
k = {P ∈ Ak,∀g ∈ G, σ(g)(P ) = P}.

Lemme 1. L’applicationσ est une action deG surA, à valeurs dansGL(A). De plus,
pour toutg ∈ G, le sous espace vectorielAk est stable parσ(g).

Pour toutg, on noteraσk(g) l’application induite parσ(g) surAk.

Démonstration.Montrons queσ est un morphisme de groupes. Soientg, h ∈ G. Pour
toutP ∈ A, on aσ(g ◦ h)(P ) = P ((g ◦ h)∗(X1, . . . , Xn)) = P (h∗ ◦ g∗(X1, . . . , Xn) =
σ(g)(P (h∗(X1, . . . , Xn)) = σ(g) ◦ σ(h)(P ), et doncσ est bien un morphisme de
groupes.

Prouvons maintenant qu’il est à valeurs dansGL(A). Soientg ∈ G, P, Q ∈ A et
λ ∈ C. Alors σ(g)(λP + Q) = (λP + Q)(g(X1, . . . , Xn)) = λσ(g)(P ) + σ(g)(Q), et
ainsi,σ(g) est linéaire.

Enfin, soientg ∈ G et P ∈ Ak, et montrons queσ(g)(P ) ∈ Ak. Commeg∗ est
inversible, ses composantes sont des fonctions polynomiales homogènes (de degré1),
et donc la composéeP ◦ g∗ = σ(g)(P ) reste homogène, de degrék × 1 = k.

Ainsi, AG
k est l’espace vectoriels des invariants deAk sous l’action deG. On note

ak(G) sa dimension.

Théorème 2(Molien). La série génératrice desak(G) s’exprime de la manière sui-
vante :

∞∑
k=0

ak(G)Xk =
1

# G

∑
g∈G

1

det(idE −Xg)
.

Pour établir ce résultat, on montre d’abord le lemme suivant :
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Lemme 3. SoientV un espace vectoriel de dimension finie,G un groupe fini, etϕ un
morphisme de groupes deG dansGL(V ). On note

V G = {x ∈ V, ∀g ∈ G, ϕ(g)(x) = x} =
⋂
g∈G

ker(id− ϕ(g)).

Alors

dim V G =
1

# G

∑
g∈G

Tr ϕ(g).

Démonstration.Considérons l’application linéairepG = 1
# G

∑
g∈G ϕ(g). Montrons

quepG(V ) = V G.
Soitx ∈ V G. Alors pour toutg, ϕ(g)(x) = x. Donc

pG(x) =
1

# G

∑
g∈G

ϕ(g)(x) =
1

# G

∑
g∈G

x = x.

Ainsi, x ∈ pG(V ) et même,x est un de ses propres antécédents parpG.
Soitx ∈ pG(V ). Il existey tel quex = pG(y). Soitg ∈ G ;

ϕ(g)(x) = ϕ(g)(pG(y)) =
1

# G

∑
h∈G

ϕ(g) ◦ ϕ(h)(y) =
1

# G

∑
h∈G

ϕ(gh)(y),

et comme l’applicationh 7→ gh est une bijection deG, on a encore

ϕ(g)(x) =
1

# G

∑
h∈G

ϕ(h)(y) = pG(y) = x.

Doncx ∈ V G.
On a bienpG(V ) = V G.
Montrons à présent quepG est un projecteur. Soitx ∈ V . AlorspG(x) ∈ V G d’après

ce qui précède. Or, on a vu que tout élément deV G était un de ses antécédents parpG,
doncpG ◦ pG(x) = pG(x). Par conséquent, le rang depG est également égal à sa trace.
Ainsi,

dim V G = rg pG = Tr pG =
1

# G

∑
g∈G

Tr ϕ(g),

ce que l’on voulait.

Démonstration du théorème 2.Remarquons tout d’abord que tout élément deG est dia-
gonalisable. En effet, les éléments deG sont tous annulés par le polynômeX# G−1 qui
est scindé à racines simples. Soitg ∈ G, et notonsλ1, . . . , λn ses valeurs propres, etu
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l’endomorphisme envoyant une base de vecteurs propres associés sur la base canonique.
Alors det(id−Xg) =

∏n
i=1(1−Xλi). Ainsi,

1

det(id−Xg)
=

n∏
i=1

∞∑
k=0

λk
i X

k.

En développant le produit, on obtient

1

det(id−Xg)
=

∞∑
k=0

( ∑
k1+···+kn=k

λk1
1 · · ·λkn

n

)
Xk.

Fixonsk ∈ N. Soit P = Xk1
1 · · ·Xkn

n aveck1 + · · · + kn = k un monôme deAk. Par
définition deu, on aσk(ugu−1)(P ) = λk1

1 Xk1
1 · · ·λkn

n Xkn
n = λk1

1 · · ·λkn
n P . Ainsi, P est

un vecteur propre deσk(ugu−1) de valeur propreλk1
1 · · ·λkn

n . Or, les monômes de la
formeXk1

1 · · ·Xkn
n aveck1 + · · ·+ kn = k formant une base deAk, lesλk1

1 · · ·λkn
n sont

exactement les valeurs propres deσk(ugu−1). En particulier,∑
k1+···+kn=k

λk1
1 · · ·λkn

n = Tr(σk(ugu−1)) = Tr(σk(u)σk(g)σk(u)−1)

= Tr(σk(u)−1σk(u)σk(g)) = Tr(σk(g))

et donc
1

det(id−Xg)
=

∞∑
k=0

Tr(σk(g))Xk.

Maintenant, appliquons le lemme 3 avecV = Ak etφ = σk. On obtient

dim AG
k = ak(G) =

1

# G

∑
g∈G

Tr(σk(g))

et par conséquent

∞∑
k=0

ak(G)Xk =
∞∑

k=0

1

# G

∑
g∈G

Tr(σk(g))Xk

=
1

# G

∑
g∈G

∞∑
k=0

Tr(σk(g))Xk

=
1

# G

∑
g∈G

1

det(id−Xg)

ce que l’on voulait.
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