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Théoreme de Montel.

Référence : Rudin (cherchiamilles normales

Théoréme. Soit2 un ouvert deC. SoitA C H(2) une partie uniformément bornée sur
tout compactié VK C 2 compact3IM (K) > Otelle queVf € A, Vz € K, |f(z)| <

M (K)). Alors toute suite del admet une sous-suite qui converge uniformément sur
tout compact dé.

Soit(K ) une suite exhaustive de compactstgar exemple<,, = {2 € D(0,n),
d(z,Q°) > 1} (de sorte que? = U, K, etK C Kn+1) et soitd, tel queVvz €
K,,D(z,2),) C K,1, par exemple,, = 2n(n+1) On noteAx, = {fix,.,.f € A}.
Nous allons montrer qué,x, est compact, en utilisant le théoreme d’Ascoli.

Soientz, 2’ € K,, tels que|z — 2| < 4,. Soity un cercle orienté positivement,
centré erx, de rayor),,.

D’apreés la formule de Cauchy,

A 1 f( z_zl f(C)
O CE= Fer U c — /7<C_z)(§_zl)d(
et commel¢ — z| = 20,, [C — 2’ = d, et[f(()| < M(Knsa),
1f(2) = f(z)] < ‘22_; | M(25§+1)4w5n = %p—zq.

Ainsi, Ak, est equilipschitzienne, donc équicontinue. L'hypotheseuniforméement
bornée sur tout compact » implique que pour tout K, {f(z), f € Ak, } est une
partie borné d€, donc relativement compact. On déduit de ses deux propriétés, d’apres
le theoreme d'Ascoli, quél|x,, est compact pour la norme uniforme. Ainsi, toute suite
de Ak, admet une sous-suite qui converge uniformément/Si. est une suite dei,

il existe donc une extractricg, telle que( f,,, x))r converge uniformément suf,,. On

fait une extraction diagonale : la suitg,, () ). converge alors uniformément sur chaque
K,,. Comme tout compadt de2 est inclus dans un dé€s,,, on en déduit le théoreme.



