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Théorème.SoientU un ouvert deRn contenant l’origine, etf : U → R une application
de classeC3. On suppose queDf(0) = 0 etD2f(0) est une forme quadratique non
dégénérée de signature(p, n − p). Alors il existe des voisinagesV etW de0 dansRn

et unC1-difféomorphismeϕ : V → W tel queϕ(0) = 0, et pour toutx ∈ V , si on note
u le vecteurϕ(x),

f(x)− f(0) = u2
1 + · · ·+ u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

n.

Lemme. SoitS l’ensemble des matrices symétriques réelles de taillen. SoitA ∈ S,
inversible. Alors il existe un voisinageV deA dansS et une applicationψ de classeC1

deV dansGLn(R) telle que pour toutM ∈ V ,M = tψ(M)Aψ(M).
En clair, toute forme quadratique assez proche de la forme quadratique non dégénérée
A est équivalente àA « de manièreC1 ».

Démonstration.Notonsτ l’application deMn(R) dansS qui à une matriceM associe
tMAM . Nous allons tout d’abord déterminer le noyau deDτ(I), où I est la matrice
identité. On a, pour toutH ∈Mn(R),

τ(I +H)− τ(I) = t(I +H)A(I +H)− A = tHA+ AH + tHAH

et par conséquent,Dτ(I) ·H = tHA+AH. Ainsi, commeA est symétrique,kerDτ(I)
est l’espace des matricesM telles queAM est antisymétrique.

NotonsF l’espace des matricesM telles queAM est symétrique. C’est un supplé-
mentaire dekerDτ(I) dansMn(R). De plus,I ∈ F puisqueA est symétrique. Notons
τ̃ : F → S la restriction deτ à F . On aDτ̃(I) : F → S, et les espacesF et S sont
de même dimension finie. De plus,kerDτ̃(I) = kerDτ(I) ∩ F = {0}, autrement dit,
Dτ̃(I) est injective. Par conséquent, elle est également bijective, et on est donc dans
les conditions d’applications du théorème d’inversion locale. Il existe un voisinage ou-
vert U de I, que l’on peut supposer inclus dans l’ouvert des matrices inversibles, tel
que τ̃ soit unC1-difféomorphisme deU surV = τ̃(U). Ainsi, V est un voisinage de
τ̃(I) = τ(I) = A, et l’applicationτ̃−1 fournit le difféomorphismeψ de l’énoncé.

Passons maintenant à la démonstration du théorème. La formule de Taylor avec reste
intégral à l’ordre1 s’écrit, au voisinage de0,

f(x) = f(0) +Df(0)(x) +

∫ 1

0

(1− t)D2f(tx)(x)dt

= f(0) +

∫ 1

0

(1− t)D2f(tx)(x)dt.

1



Identifions la forme quadratiqueQ(x) =
∫ 1

0
(1 − t)D2f(tx)dt à la matrice symétrique

associée, etx à un vecteur colonne, de sorte quef(x) = f(0)+ txQ(x)x. Commef est
de classeC3, par théorème de dérivation sous le signe intégrale,Q est une fonction de
classeC1 dex. On aQ(0) = 1

2
D2f(0), donc par hypothèse,Q(0) est une matrice sy-

métrique inversible. D’après le lemme, il existe un voisinageV ′ de0 et une application
ψ de classeC1 surQ(V ′) à valeurs dans l’ensemble des matrices inversibles telle que

Q(x) = t(ψ ◦Q(x))Q(0)(ψ ◦Q(x))

pour toutx ∈ V ′. Dans la suite, on noteM = ψ ◦Q pour alléger les notations.
Ensuite, le théorème de réduction des formes quadratiques surR affirme qu’il existe

une matrice inversibleP telle que, pour tout vecteuru ∈ Rn,

tu tPQ(0)Pu = u2
1 + · · ·+ u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

n

(carQ(0) est, tout commeD2f(0), de signature(p, n− p)).
Finalement, on obtient, pour toutx ∈ V ′,

f(x)− f(0) = t(P−1M(x)x) tPQ(0)P (P−1M(x)x)

= u2
1 + · · ·+ u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

n

avecu = P−1M(x)x. La fonctionϕ : x 7→ P−1M(x)x est de classeC1, et vérifie
ϕ(0) = 0. Pour montrer qu’elle établit unC1-difféomorphisme entre deux voisinages
de 0, remarquons queDϕ(0) = P−1M(0). En effet,ϕ(h) − ϕ(0) − P−1M(0) · h =
P−1(M(h) −M(0)) · h = o(h) carM(h) −M(0) tend vers0 quandh tend vers0.
Ainsi, on a bienDϕ(0) = P−1M(0), qui est une matrice inversible. On conclut alors
en appliquant le théorème d’inversion locale.
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