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Lemme de Morse

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Rouviére

Théoreme. Soient/ un ouvert d&R™ contenant 'origine, ef : U — R une application
de classeC®. On suppose qu® f(0) = 0 et D*f(0) est une forme quadratique non
dégénérée de signatufe, n — p). Alors il existe des voisinagés et W de( dansR”

et unC*-difféomorphisme : V. — W tel quey(0) = 0, et pour toutz € V, si on note
u le vecteurp(x),

F@) = FO) =+t —ud, = —

Lemme. Soit.S I'ensemble des matrices symétriques réelles de taillSoitA € S,
inversible. Alors il existe un voisinagé de A dansS et une application) de classe”*

deV dansGL,(R) telle que pour toulM € V, M = “)(M)Ap(M).

En clair, toute forme quadratique assez proche de la forme quadratique non dégénérée
A est équivalente d « de maniére>! ».

Démonstration.Notonsr I'application deM,,(R) dansS qui & une matricé/ associe
‘M AM. Nous allons tout d’abord déterminer le noyaulde(/), ou I est la matrice
identité. On a, pour toud € M,,(R),

Tl+H)—7(I)="I+H)AI+H)—A="HA+ AH + 'HAH

et par conséquen)7(/)- H = '"HA+ AH. Ainsi, commeA est symétriqueser D7 (1)
est I'espace des matricég telles queA M est antisymétrique.

NotonsF' I'espace des matrice¥ telles queAM est symeétrique. C’est un supplé-
mentaire deéer D7(I) dansM,,(R). De plus,/ € F puisqueA est symétrique. Notons
7 : F — Slarestriction der a F. On aD7([) : F — S, et les espaceE et .S sont
de méme dimension finie. De plusyr D7([) = ker D7(I) N F' = {0}, autrement dit,
D7(I) est injective. Par conséquent, elle est également bijective, et on est donc dans
les conditions d’applications du théoreme d’inversion locale. Il existe un voisinage ou-
vert U de I, que I'on peut supposer inclus dans I'ouvert des matrices inversibles, tel
que 7 soit unC*-difféomorphisme dé/ surV = 7(U). Ainsi, V' est un voisinage de
7(I) = 7(I) = A, et I'application7—! fournit le difféomorphisme) de I'’énoncé. [

Passons maintenant a la démonstration du théoréme. La formule de Taylor avec reste
intégral a I'ordrel s’écrit, au voisinage de,

f(x) = f(0) + Df(0)(x) +/0 (1 —t)D*f(tz)(x)dt
— F0) + /0 (1 — ) D2 (1) (x)dt.



Identifions la forme quadratiqu@(z) = fol(l — t)D? f(tz)dt a la matrice symétrique
associée, et a un vecteur colonne, de sorte gtie’) = f(0) + ‘2Q(x)z. Commef est

de class&?, par théoreme de dérivation sous le signe intégralest une fonction de
classeC! dexz. On aQ(0) = 3D?f(0), donc par hypothés&)(0) est une matrice sy-
métrique inversible. D’aprés le lemme, il existe un voisin&gele 0 et une application

v de class&! surQ(V’) a valeurs dans I'ensemble des matrices inversibles telle que

Q(z) = (¥ 0 Q(x)Q0)(¢ 0 Q(x))

pour toutz € V’. Dans la suite, on not&/ = 1) o () pour alléger les notations.
Ensuite, le théoreme de réduction des formes quadratiquéaftirme qu'il existe
une matrice inversiblé telle que, pour tout vecteur € R",

“W'PQO)Pu =i + -+l —ul — e —u

(carQ(0) est, tout commed? f(0), de signaturép, n — p)).
Finalement, on obtient, pour toute V’,

f(x) = £(0) = “(P M (x)x) PQO)P(P~ M (x)x)
:u%+...+u2_u§+1_..._ui

avecu = P~'M(xz)x. La fonctiony : z — P~'M(z)x est de class€", et vérifie
©(0) = 0. Pour montrer qu’elle établit ua'-difféomorphisme entre deux voisinages
de 0, remarquons qu®p(0) = P~*M(0). En effet,p(h) — ¢(0) — P~*M(0) - h =
P~Y(M(h) — M(0)) - h = o(h) car M(h) — M(0) tend vers) quandh tend vers).
Ainsi, on a bienDy(0) = P~'M(0), qui est une matrice inversible. On conclut alors
en appliquant le théoréme d’inversion locale.



