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Méethode de Newton pour les polyndmes

Référence : A. Chambert-Loir, Analyse 2

Théoreme. Soient(; < (, < --- < (, des réels{ > 2), etmy,..., m, des entiers
supérieurs ou égaux & SoitP = [[,_,(X — ¢)™ . Soitzy > (.. On définit par
récurrence la suite
_ P(zn)
Tptl = T — P’(Z‘n>.

Alors la suite(x,,) est strictement décroissante et tend wgrsDe plus, on a une esti-
mation de la rapidité de convergence :

— sim, = 1, alors pour tout réet > 0, z,, — {, = o(c"™).

— sim, > 1, alors il existec > 0 tel quez,, — ¢, ~ ¢(1 — mi)"

Nous allons tout d’abord montrer que pour teytz,, > (.. Notonsf la fonction
définie, pour toutr > (., par f(x) = = — 1];/((?)- Elle se prolonge par continuité en
x = ¢, car la multiplicité de;, dansP’ est un de moins que dat’ et on af ((.) = (.

Pour toutr € |¢,., +o0],

o)1= (1- EOPD) _ PPt

(P'(x)) (P'(x))?

Les racines dé” sont dang(, ¢;], et d’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, c'est éga-
lement le cas des racines d& et de P”. En patrticulier, les coefficients dominants
de ces trois polyndmes étant positifs, pour teut- (., P(z) > 0, P'(z) > 0 et
P"(x) > 0. Par conséquent/(x) > 0. Donc f est strictement croissante §gr, +oo,

et par continuité, suf(,., +oo[. Supposons que pour un certain z, > (.. Alors
Tpr1 = f(x,) > f(¢-) = (.. Commez, > (., on conclut par récurrence.

Le rapport% est la dérivée logarithmique de, qui s’écrit

T

Doy m
P _kZOX—Ck'

On a donc, pour tout > ¢,

r -1
Z M
Tptl1l — Tpn = —  — C .
=0 =™ k

Commex,, > (,, chaque terme de cette somme est strictement positif, donc c’est égale-
ment le cas de la somme, et de son inverse. Ainsi, on alien— x,, < 0, et la suite
(x,,) est strictement décroissante.




Nous avons établi que la suite,,) est décroissante, et minorée garPar consé-
guent, cette suite converge. De plus, c’est nécessairement vers un point fixetde
donc, c’est versg, (car un point fixe dg est une racine de).

Etudions maintenant Ia rapidité de convergence. Nous avons vu que pour ¢out

1Gry o0, f(z) = P(';?()P . Dérivons la relations = >~} _; . Cela donne

P'P—(P)? _ Z my,
(

2 _ 2°
P = (X —G)

<x>>2 (P(a)? (P(x))? (P'(x))?

B T r mp —2
)

En passant a la limite, on constate quier) tend versl — ml lorsquex tend vers(,.. En
eﬁet Zk 0 z— Ck ~ IT:LZ-T’ 22:0 (I:néck)Q ~ (ITET)Qa donc

: my, oy, -~ my (r—¢)?* 1
(Z (z — Ck)2> (Z T — Ck) (x—¢)2 m2  m,

k=0 k=0 r

et donc ce produit tend van%—. On en déduit, par prolongement, gffeest de classe
Ct sur[¢,, +oof etquef'(¢,) =1 — mi

Dansle cas own, = 1, f'(¢,) = 0. Soitn € N. D’aprés I'égalité des accroissements
finis, il existey, € |¢.,z,[tel quef(z,) — f(¢&) = (vn — &) f'(y,). Commer,, tend
vers¢,, y, aussi etf’(y, ) tend vers). Donc pour tout > 0, il existen, tel quevn > ny,
|f'(yn)| < c. Celadonne

Tyt — G = fl@n) — f(G) < (20 = G )e

Par une récurrence immédiate, — ¢, < (
pour toutc, en choisissant < ¢, on ax,, — ¢, =

" = O(c"). Comme ceci est vrai
") = ( ")-

Cr)
O(
Supposons maintenant que. > 1. Alors f/((,) = 1 — =— - € 10, 1[. Comme précé-
demment, il existe,, € |¢,,z,| tel quef(z,) — f({) = ( — () f'(yn). En passant
au logarithme puis a la limite, on obtient que(x,,.1 — ¢,) — log(x,, — () converge
verslog(f'(¢,)). Par limite de Cesardsslin=<)-lelzo=4) tand aussi verwg(f'(¢,)),

et comme ce nombre est non nul, on en déduitlqger, — ¢,.) ~ nlog(f'(¢.)). A ce

stade, on ne peut pas en déduire qye- (. ~ (f'(¢.))™, il faut pour cela étudier la
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différencelog(z,, — ¢,.) —nlog(f'(¢)). Légalité des accroissements finis ne suffit plus,
et nous allons utiliser I'égalité de Taylor-Lagrange a l'ordrepour toutn, il existe
zn € 1¢, [ tel que

Pt = G = Fa) = 1(6) = G — &)+ T 2
Ainsi,
Tnil 7 CT =1+ f”(zn) (In - Cr)

F(G)(@n = &) 2/'(¢r)

On notes,, = g;,(é’;)) (2, — () €, tend vers) lorsquen tend vers l'infini. En prenant le

logarithme de I'expression précédente,

log(an - Cr) - log(xn - Cr) - IOg(f/(Cr)) = log(l + gn) ~Ep = O(-Tn - Cr)

Le fait quelog(x,, — () ~ nlog(f'(¢,)) implique que, pour toute constante> f'(¢,),
on a, poum assez grandog(z,, — ¢.) < nlog(«) et doncz,, — ¢, < a™. On choisit un
tela € ]f/(¢), 1]. Alors z,, — ¢, = O(«™) et donc

log(#n41 — ) — log(x, — ) — log(f'(¢)) = O(a™).

Commax < 1, la série de terme général converge, et par conséquent, c’est également
le cas de la série de terme générg)(z, 1 — () — log(z, — () — log(f'((.)). Cela
signifie exactement que la suiteg(z, — ¢.) — nlog(f'(¢;)) converge, et si I'on note

A sa limite, on obtient

Vo Ly
In_CrNeAf(Cr) _eA(l m)
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