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Pavages réguliers du plan

Référence : Berger

Définition. Soit £ un plan euclidien. Soit’ un sous-groupe deo™ (E). On dit queG
est ungroupe de pavagg'il existe un compact connexe d’intérieur non vibale F tel
que

(Axiome 1) | Jg(P) = E

geG

(Axiome 2) sig(P) N h(P) # @, alorsg = h.
Les compactg(P) sont appelépavés

Théoréme. A conjugaison prés dans le groupd.(E), il n’existe que 5 tels groupes.

A. Le groupe G opere discrétement surk

Le groupeG opere naturellement suf. Montrons que les orbites sous cette action
sont discréetes. |l suffit pour cela de montrer que si £, alorsa est discret dans son
orbite O,. Tout d’abord, établissons un petit lemme qui sera utile dans la suite.

Lemme 1. Un compactk de £ ne contient qu’'un nombre fini de pavés.

Démonstration.Supposons que ce n’est pas le cas, etsoit 0 tel que P contienne

une bouleB de rayon: (un tele existe carP est d’intérieur non vide). SK contient

une infinité de pavés, on peut trouver une suite de payg#’)) contenue dan&” avec
les g, (P) deux a deux distincts. Sait, le centre dey,,(B) (qui est aussi une boule de
rayone). On azx,, € K. Une suite d'un compact a toujours une valeur d’adhérence, et
en particulier, il existe: etm distincts tels quélx,, — z,,|| < . Donc nécessairement,
gn(B) = g»(B). D’aprés I'axiome 2, on a alorg, = g,,, ce qui contredit le fait que les
gn(P) soient distincts. O

D’aprés le lemme précédent, la boul¥a, 1) n’intersecte qu’'un nombre fini de
pavés, car les pavés qui l'intersectent sont inclus dans une ule + 1) ol § est
le diametre de”. Montrons queB(a, 1) N O, n'a qu'un nombre fini d’éléments, ce qui
assurera que est isolé dang),. Soitg(P) (avecg € (i) un pavé contenant, et soient
91(P),...,g.(P) les pavés qui intersectet(a, 1) (en nombre fini d’apres le lemme
précédent). Sk € G esttel quéi(a) € B(a, 1), alorshg(P) intersecteB(a, 1) enh(a),
d’ou il suit qu’il existe un indicei tel quehg(P) = g¢;(P). D'aprés I'axiome 2, ceci
entrainehg = g;, etdonch(a) = g;g~'(a). On en déduit que l'intersectiaB(a, 1) N O,
estincluse dan§g,g7'(a), ..., g.g7"(a)} et donc est finie comme annoncé.
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B. Etude des translations de&

NotonsI' le sous-groupe des translations@eSoit R I'ensemble des vecteurs de
tel quel” est 'ensemble des translations de vecteurs parcodakitontrons queR est
de la formeZii + Z7, ou (i, 7) est une base dE. Les orbites sou&’ étant discrétes, en
particulier, R est un sous-groupe discret fle et donc est de la form@}, Zu (d # 0)
ou Zi + Zv (i etv indépendants) : c’est un résultat classique sur les réseaux.

Supposons d’abord que = {0}, c’est-a-dire qué& ne contient que des rotations.
Sir et s sont deux rotations de centres distincts, aters 's~! est une translation de
vecteur non nul. Donc nécessairement, toutes les rotations sont de mémevcéfdie
alorsN,cqg(P) estinclus dans un cercle de centrece qui contredit I'axiome 1.

Supposons maintenant qite= Zu. Soitr une rotation dé-\T', et¢ € I" une transla-
tion de vecteurs. Alors rtr—! est la translation de vecteuf), qui est nécessairement
colinéaire aui et aw. On en déduit que est une rotation d’angle. Sir et s sont deux

rotations de centres respecitif®tb, sr est la translation de vecteRub qui est encore

colinéaire & et ainsi tous les centres des rotations sont alignés. Dgagg(P) est

compris dans une bande autour de I'axe des centres, ce qui contredit encore I'axiome 1.
Donc R est de la form&.u + Zv.

C. Etude des rotations de¥

D’apres l'axiome 2, les rotations d&@ sont nécessairement d’ordre fini. Sait
I'ordre maximal d’une rotation dé€'. Etudions d’abord les cas= 1 eta = 2.

Si o = 1, alorsG ne contient que des translations, et d’apres le paragraphe pré-
cédent, est conjugué au groupe des translations de vecteurs parcufantfait le
changement de base qui env(ig) sur la base canonique). Le pavage obtenu est celui
représenté sur la figure 1 (page 4).

Sia = 2, les seules rotations sont des symétries centrales. Oa fexeentre d’'une
de ces symétries centrales, qu’on notélors pourb € E, b est centre d’'une symétrie
centrale deJ si et seulement si la translation de vecteub est dang=. En effet, sib
est centre de € G\I', alorssr est la translation de vecteRub, et réciproquement, si

t est la translation de vecteﬂ%, tr—! est la symétrie de centte Ainsi, un tel groupe
est conjugué, par exemple, au groupe des translations de vecteurs pargduxaitet
des symétries de centres parcourant %Z (figure 2).

Supposons maintenant que> 3. Montrons d’abord que les centres des rotations
de G forment un ensemble discret. Pour cela, montrons que toute boule olvede
contient qu’un nombre fini de tels centres. D’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe A,
il N’y a qu’'un nombre fini de pavés intersectant notons-lesy (P), ..., g.(P). Soitg
une rotation d&; dont le centre: est dans3. Par 'axiome 1, il existe un pavé contenant
a, et comme celui-ci intersecte manifesteménfen ), il s’écrit sous la formey;(P)



pour un certairi. De méme, étant donné que le pang(P) intersecte lui aussB (en
a = g(a)), il existe un indicej tel quegg;(P) = ¢;(P). Par 'axiome 2, il vienyg; = g;
et doncg = g;¢; '. On en déduit que les rotations dedont le centre appartient &
sont en nombre fini et donc qu’il en est de méme de ces centres.

Soit r une rotation d’ordrex et d’angle%’r (on peut toujours en trouver une en
utilisant au besoin le théoreme de Bézout). Nototescentre de cette rotation. Comme
les centres des rotations forment un ensemble discret, il exigte: le centre d’'une
rotation d’ordre> 2 (il en existe : la composée deavec une translation de vecteur non
nul en est une) tel que la distance entetb soit minimale, et notonsune telle rotation
dont 'angle est . Soitt = (rs)~'. Alorst est une rotation d'angle % — 27 ; ce n'est
pas une translation car les conditianss > 2 entrainent que cet angle ne peut pas étre
nul modulo2zr. On notrec le centre de, ~ son ordre eiz“T” son angle. Montrons que le
choix deb entraine que: = 1.

Tout d’abord, on constate que les angles du triangtesont”, 5etet (cf figure ci-
dessous, ol est le centre du cercle inscrit dadig;, et ouz, y etz sont les symétriques

de par rapport dbc|, [ac] et [ab] respectivement).

Soit la rotationt’ de centre: et d’angle%’r (qui est dans- en utilisant encore une fois le

théoréme de Bézout). On considére la rotatios (rt')~!, et on notg) son centre 5’
est, tout comme, d’ordre3. Sin > 1, la situation est donnée sur la figure suivante :
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Ainsi, i’ est plus proche dequea, ce qui contredit la définition de Doncn = 1.



Comme la somme des angles d’un triangle vauin en déduit qu% + % +1=1.
Cherchons les entiers > 3, § > 3 ety > 2 qui peuvent vérifier une telle égaTité, avec
« le plus grand des trois. Les possibilités sont les suivantes :

— v=2,0=3eta =06 (figure 5),

— v =2,0=4eta=4(figure 4),

— v =3, =3eta =3 (figure 3).

Les 5 cas rencontrés ci-dessus fournissent bien au moins 5 classes de conjugaisons
dansGL(F) distinctes car deux groupes conjugués ont des rotations de méme ordre. Il
reste a s’assurer que si deux groupes sont dans le méme cas, ils sont conjugués. Ceci
a déja été fait dans le cas= 1 eta = 2. Dans les trois autres cas, on remarque que
les groupes correspondant & chaque cas sont méme conjugués dans le groupe des simi-
litudes. En effet, ils sont entierement déterminés par la forme du triahgleonstruit
ci-dessus (un triangle équilatéral pour le eaas 3, un triangle isocéle rectangle pour le
casa = 4, et un demi-triangle équilatéral pour le cas= 6).



