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Théoreme de point fixe « collectif ».

Référence : Alessandri

Théoréme. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie (Buvu C), et K un compact
convexe non vide dE. SoitGG un sous-groupe compact dd.(E), tel que

Yu e G,u(K) C K.
Alors il existea € K tel queVu € G, u(a) = a.

[0 On commence par montrer quevse L£(E) vérifiev(K) C K, alorsv admet un
point fixe dangk. Soitz, € K et notons
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Commev(K) C K, pour touti, v'(xy) € K, et K étant convexey;, € K. Ainsi, (z;)
est une suite du compaéf, donc elle admet une suite extraite convergentek)),
dont on notex la limite. Remarquons que pour tokut
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o(er) = g 2 v (@0) =k + 5= (0" (o) = 20).
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Ainsi, v(Tyw) = Tew) + W(UW(’“)“(%) — x0). La suite (v?F+1(z4) — x() est
une suite du compadt’ — z,, donc est bornée. La sui(%) tend verd). Ainsi, en

passant a la limitex(étant continue), on obtient{a) = a.
O Pouru € G, on noteF,, = {z € K,u(z) = x} 'ensemble des points fixes de
C’est un fermé dd<. On cherche a montrer que
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Or, commeK est compact, il suffit de montrer que pour tays. .., u, € G,
p
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Posonsy = Il) P u. Siz € K, u;(x) € K et commeK est convexey(z) € K.
D’apres le pointd, il existea € K tel quev(a) = a. Nous allons montrer que pour tout
ied{l,...,p},ui(a) = a.



Soit||-|| une norme euclidienne siét. Pourz € E, onnoteN (z) = max,cq ||u(z)].
Remarquons qué étant compact, et pour tout I'applicationu — ||u(x)|| étant conti-
nue, cemax existe bien. L'applicationV ainsi définie est une norme sur E. Nous allons
chercher les cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire. Saiente E et soitu, tel que
N(z +y) = ||luo(xz + y)||. On a alors

N(z +y) = lluo(z + y)|| < lluo(2)]| + lluo()l < N(z) + N(y).

La norme|| - || étant euclidienne, la premiére inégalité est une égalité si et seulement
si 3\, u > 0 tels quelug(xz) = pug(y), ce qui est encore équivalentia, p > 0 tels
que\xr = uy caru, est bijective. On en déduit que Bi(x + y) = N(x) + N(y), alors
x ety sont positivement liés. Remarquons enfin que pour togt G et toutx € F,
N(u(x)) = N(z).

Revenons a notre probleme. Nous avons les relations suivantes :

N(@) = N(e(@) < 3" N(w(a) = > 3" V() = Na).

Nous sommes donc dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, et par conséquent
il existe A\y,..., A\, > 0 tels quelui(a) = --- = Auy(a). Mais on a également
N(u;(a)) = N(a) pour touti, ce qui implique I'égalité des,;. Finalementu,(a) =

-+ =uy(a) = v(a) = a, ce qui conclut.



