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Théorème.On munitRn, identifié àMn,1(R), de la norme euclidienne‖ ·‖, etMn(R)
de la norme d’opérateur associée :‖M‖ = sup‖x‖=1 ‖Mx‖. On noteB = {M ∈
Mn(R), ‖M‖ 6 1} la boule unité fermée deMn(R). L’ensemble des points extrémaux
deB estO(n).

Montrons tout d’abord que les matrices orthogonales sont bien des points extrémaux
deB. SoitΩ ∈ O(n). Supposons queΩ s’écrive sous la formeΩ = tU + (1− t)V , où
U, V ∈ B et t ∈]0, 1[. Alors, pourx tel que‖x‖ = 1,

1 = ‖x‖ = ‖Ωx‖ = ‖tUx+(1−t)V x‖ 6 t‖Ux‖+(1−t)‖V x‖ 6 t‖U‖+(1−t)‖V ‖ 6 1.

Les inégalités ci-dessus sont donc toutes des égalités, et commet et 1 − t sont non
nuls, on en déduit que‖U‖ = ‖Ux‖ = ‖V ‖ = ‖V x‖ = 1. L’égalité dans l’inégalité
triangulaire assure queUx et V x sont positivement liés, donc égaux puisque de norme
égale. Cela étant vrai pour toutx de norme1, par linéarité,U = V = Ω. DoncΩ est
extrémal.

Inversement, soitM ∈ Mn(R) tel queM /∈ O(n). On écrit une décomposition
polaire deM : M = ΩS avecΩ ∈ O(n) et S ∈ S+

n . SoientO ∈ O(n) et D =
diag(λ1, . . . , λn) telles queS = ODO−1, avec0 6 λ1 6 · · · 6 λn. On a‖S‖ =
‖D‖ = ‖M‖ 6 1 doncλn 6 1. Comme de plus, on a supposéM /∈ O(n), on a même
λ1 < 1. Soit alorst ∈]0, 1[ tel queλ1 = t × 1 + (1 − t) × (−1) (λ1 n’est pas un point
extrémal de[−1, 1]). On poseD1 = diag(1, λ2, . . . , λn), D2 = diag(−1, λ2, . . . , λn),
S1 = OD1O

−1 etS2 = OD2O
−1. Par construction,

M = tΩS1 + (1− t)ΩS2.

Les matricesΩS1 et ΩS2 sont distinctes deM = ΩS carS1 et S2 sont distinctes deS
(etΩ est inversible). Ce sont bien des éléments deB :

‖ΩSi‖ = ‖Si‖ = ‖Di‖ 6 1

car tous les coefficients deDi sont dans[−1, 1].
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