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Points extrémaux de la boule unité d¢,(R).

Référence : Francinou - Gianella - Nicolas, Oraux X-ENS, Algébre 3

Théoréme. On munitR", identifié aM,, ; (R), de la norme euclidienng- ||, etM,,(R)

de la norme d'opérateur associég|M|| = sup,; [|[Mz|. On noteB = {M €
M, (R), [|M|| < 1} la boule unité fermée d&1,,(R). L'ensemble des points extrémaux
de B estO(n).

Montrons tout d’abord que les matrices orthogonales sont bien des points extrémaux
de B. SoitQ2 € O(n). Supposons que s'écrive sous la form& = tU + (1 —¢)V, ou
U,V € Bett €0, 1]. Alors, pourz tel quel|z|| = 1,

L= [lef| = Q]| = [fUz+(A-0)Va| < t|Uz|[+1=0)[[Vz| < U[+A-O) V] < 1.

Les inégalités ci-dessus sont donc toutes des égalités, et coratrie— ¢ sont non
nuls, on en déduit qugU|| = ||Uz| = ||V]|| = ||Vz| = 1. L'égalité dans l'inégalité
triangulaire assure quéz etV 2 sont positivement liés, donc égaux puisque de norme
egale. Cela étant vrai pour toutde normel, par linéaritée/ = V = Q. Donc() est
extrémal.

Inversement, soifl/ € M, (R) tel queM ¢ O(n). On écrit une décomposition
polaire deM : M = QS avec) € O(n) etS € S;. SoientO € O(n) etD =
diag(Ay, ..., \,) telles queS = ODO™!, avecO < Ay < - < \,. On a|S|| =
|D|| = |[M]|| < 1donc), < 1. Comme de plus, on a suppo£€ ¢ O(n), on a méme
A1 < 1. Soit alorst €]0,1[ tel queA; =t x 1+ (1 —¢) x (—1) (A\; n’est pas un point
extrémal dd—1,1]). On poseD; = diag(1l, A, ..., \,), Dy = diag(—1, Ag, ..., \n),
S1 = O0D,07!etS, = OD,O~. Par construction,

M =1QS; + (1 — £)QS,.

Les matricegS; et)S, sont distinctes dé/ = Q2.5 carS; etS, sont distinctes d&
(etQ2 est inversible). Ce sont bien des élémentdde

125 = [[Sil] = |1D:]l < 1

car tous les coefficients de; sont dansg—1, 1.



