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Polyndmes irréductibles de,.

Référence : Francinou-Gianella, Exercices pour 'agrégation, algebre 1

Proposition. SoitF, un corps fini de carding}. Pour toutn € N*, il existe un polyndme
irréductible surF, de degré:. Le nombre de tel polynémes est équivale%} forsque
n — OoQ.

On noteA(n, ¢) 'ensemble des polynémes irréductibles de degsarF,, et/ (n,q) =
Card A(n, q).

Soitd un diviseur den et P un polynéme irréductible de degié Montrons queP
divise X" — X. Soit K = F,[X]/(P) un corps de rupture dB, et notonsr la classe
de X dansK. Comme[K : P| = deg P = d, K estisomorphe & . et doncz?’ = z.
Par récurrence, on déduit du fait gdidivisen quez?" = z. Donc P divise X" — X.

Inversement, montrons que Biest un diviseur irréductible d&¢" — X, alors le
degréd de P divisen. Le polyndmeX?" — X est scindé suF,., notonsz une racine
de P dansF,., et K = F,(x). Le corpsK est un corps intermédiaire enffg etF ., et
[Fp : F| = [Fpn : K][K : Fj]. Comme[F,. : F,] = net[K : F,| = d, on en déduit

qued divisen.
Ainsi,
x"-x=1] I] P
dln P€A(d,q)
et en prenant le degré de ce polyndme, on obtient
¢" =Y dI(dq).
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La formule d’inversion de Mdbius donne alors

nl(n,q) = Zu(%) q".
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de sorte quex/ (n, q) = ¢" + r,. On a la majoration
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D'une part,|r,| < ¢*, doncl(n,q) > 0, d’autre part)r,| = O(q'z)) = o(¢"™) donc

q
I(n,q)wg.



Lemme (Fonction de Mo6bius) Rappelons que la fonction de Mobips = N* —
{0,—1, 1} est définie pap(n) = 0 sin a un facteur carré, efu(p,---p,) = (—1)"
Sipi,...,p, sont des nombres premiers distidclle vérifie les propriétés suivantes :

(i) p est multiplicativeje si PGcbd(n, m) = 1 alors pu(nm) = p(n)u(m),
(i) pourtoutn > 1,5, u(d) =0,
(i) Formule d'inversion de Mabius : gi(n) = >_,,, f(d), alors

f(n) = Zu(d)g(g) = Zu(%) g(d).
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Démonstration.(i) Soientn, m € N* tels que BcD(n, m) = 1. Sin oum a un facteur
carré, alorsvm aussi etu(nm) = p(n)u(m) = 0. Sinon, on décompose et m en
facteurs carrésn = p; ---p, etm = ¢, - - - ¢,. Commen etm sont premiers entre eux,
lesp; etq; sont tous distincts, etm est donc également sans facteurs carrés. On a alors

p(nm) = (=1)""* etp(n)u(m) = (=1)"(=1)" = (=1)"*".
(i) On décompose en facteurs premiersz = p{* - - - p&. Alors

Sou(d)=>" " plpnpi)=> > (=1F
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k=0 i1 <--<iy, k=0 i1<-<ig
=> (D(—l)k =(1-1)"=0
k=0

carr > 0. Notons que pour = 1, cette somme est égalg.él) = 1.

(i) On a
n U
> u(dg() =S ud) > f(d)
din djn %
= > @) f(d) =D f(d) ud) = f(n).
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L'autre égalité s’obtient par changement de variabie % dans la somme. Il

1Eventuellement; = 0 sin = 1.



