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Réduction des endomorphismes autoadjoints.

Référence : Gourdon

Théoréme. Soit £ un espace euclidien (resp. hermitienyet £(FE) autoadjoint. Alors
f est diagonalisable dans une base orthonormée, et ses valeurs propres sont réelles.

Lemme. SoitE euclidien ou hermitienf € £(F) autoadjoint. Si” sev deF est stable
par f, alors F* est stable parf.

Démonstration.Soitz € F*. AlorsVy € F, (z|y) = 0. Soity € F. CommeF est
stable parf, f(y) € F donc(z|f(y)) = 0. Or, f est autoadjoint don¢f(z)|y) = 0.
Ceci étant vrai pour toug € F', on a bienf(z) € F*. Il

Démontrons maintenant le théoréme. On raisonne par récurrence sur la dimension
ndeFE. Sin = 1, il existe A € Ctel queVz € E, f(x) = Az. Le fait quef soit
autoadjoint s'écritVz, y € E,z\y = \yz, en particulier pourr =y = 1, A = X et\
estréel.

Supposons que > 2, et que le résultat vrai pour tout espace de dimensioh. No-
tons® la forme quadratique (resp. hermitienne) définiepar) = (x|f(x)). Puisque
E est de dimension finiep est continue et la sphere uniféest compacte. Il existe
doncz, € S tel qued(zy) = max,cs ¢(x). On note) cemax, qui est un réel. Soib,
la forme quadratique définie péx (x) = A||z||> — ®(z). Par constructionp, est une
forme positive, et (z) = 0. Ainsi, ®; n'est pas définie positive. Or, d’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, une forme positive non définie positive est dégénée : si gn note
la forme polaire associéed®, pour touty € E, |p1(zo,y)|* < ®1(x)®;(y) = 0 donc
©1(z0,y) = 0 = @1(y,x0). Or, 0N ap; (y, z) = (y|Az — f(x)). Ainsi, Axzg — f(xg) est
orthogonal a tout élément de, donc est nul. On en déduit quesst valeur propre dé
associée ay.

Soit F = xy. C’est un sous-espace euclidien (resp. hermitienfde dimension
n—1. Commer, est vecteur propre dg < x, > est stable paf et d’aprées le lemmé;’
est stable pay. L'endomorphismef|» induit par f sur F' est encore autoadjoint, et par
hypothése de récurrence, il est diagonalisable dans une base orthofermée x,, ;)
de I, et ses valeurs propres sont réelles. Or, par constructigng, . .., z,_1) estune
base othonormée dé et f est diagonalisable a valeurs propres réelles dans cette base.

Application (Pseudo-réduction simultané&oientS; et .S, deux matrices symeétriques
réelles (resp. hermitiennes) de taille S; étant définie positive. Alors il existe €
GL,(K) et D diagonale réelle telles que

‘PSP =1, et 'PS,P=D.



Démonstration.La matriceS; étant définie positive, la forme quadratique canonique-
ment associée sut™ est un produit scalaire (resp. hermitien), que I'on ngte. On
note ® la forme quadratique associéeSg; elle est de la formeé(z) = (z|f(x)) ou

f est un endomorphisme autoadjoint. Il existe donc une Bas¢honormée pou:|-)
dans laquelle la matric® de f, qui est aussi celle d@, est diagonale réelle. Il suffit
alors de prendre pou? la matrice de passage #ea la base canonique. O



