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Réduction des endomorphismes autoadjoints.
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Théorème.SoitE un espace euclidien (resp. hermitien) etf ∈ L(E) autoadjoint. Alors
f est diagonalisable dans une base orthonormée, et ses valeurs propres sont réelles.

Lemme. SoitE euclidien ou hermitien,f ∈ L(E) autoadjoint. SiF sev deE est stable
par f , alorsF⊥ est stable parf .

Démonstration.Soit x ∈ F⊥. Alors ∀y ∈ F , 〈x|y〉 = 0. Soit y ∈ F . CommeF est
stable parf , f(y) ∈ F donc〈x|f(y)〉 = 0. Or, f est autoadjoint donc〈f(x)|y〉 = 0.
Ceci étant vrai pour touty ∈ F , on a bienf(x) ∈ F⊥.

Démontrons maintenant le théorème. On raisonne par récurrence sur la dimension
n de E. Si n = 1, il existe λ ∈ C tel que∀x ∈ E, f(x) = λx. Le fait quef soit
autoadjoint s’écrit∀x, y ∈ E, xλ̄ȳ = λyx̄, en particulier pourx = y = 1, λ = λ̄ et λ
est réel.

Supposons quen > 2, et que le résultat vrai pour tout espace de dimensionn−1. No-
tonsΦ la forme quadratique (resp. hermitienne) définie parΦ(x) = 〈x|f(x)〉. Puisque
E est de dimension finie,Φ est continue et la sphère unitéS est compacte. Il existe
doncx0 ∈ S tel queΦ(x0) = maxx∈S Φ(x). On noteλ cemax, qui est un réel. SoitΦ1

la forme quadratique définie parΦ1(x) = λ‖x‖2 − Φ(x). Par construction,Φ1 est une
forme positive, etΦ(x0) = 0. Ainsi, Φ1 n’est pas définie positive. Or, d’après l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, une forme positive non définie positive est dégénée : si on noteϕ1

la forme polaire associée àΦ1, pour touty ∈ E, |ϕ1(x0, y)|2 6 Φ1(x0)Φ1(y) = 0 donc
ϕ1(x0, y) = 0 = ϕ1(y, x0). Or, on aϕ1(y, x) = 〈y|λx − f(x)〉. Ainsi, λx0 − f(x0) est
orthogonal à tout élément deE, donc est nul. On en déduit queλ est valeur propre def
associée àx0.

Soit F = x⊥0 . C’est un sous-espace euclidien (resp. hermitien) deE de dimension
n−1. Commex0 est vecteur propre def , < x0 > est stable parf et d’après le lemme,F
est stable parf . L’endomorphismef|F induit parf surF est encore autoadjoint, et par
hypothèse de récurrence, il est diagonalisable dans une base orthonormée(x1, . . . , xn−1)
deF , et ses valeurs propres sont réelles. Or, par construction,(x0, x1, . . . , xn−1) est une
base othonormée deE etf est diagonalisable à valeurs propres réelles dans cette base.

Application (Pseudo-réduction simultanée). SoientS1 etS2 deux matrices symétriques
réelles (resp. hermitiennes) de taillen, S1 étant définie positive. Alors il existeP ∈
GLn(K) etD diagonale réelle telles que

tPS1P = In et tPS2P = D.
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Démonstration.La matriceS1 étant définie positive, la forme quadratique canonique-
ment associée surKn est un produit scalaire (resp. hermitien), que l’on note〈·|·〉. On
noteΦ la forme quadratique associée àS2 ; elle est de la formeΦ(x) = 〈x|f(x)〉 où
f est un endomorphisme autoadjoint. Il existe donc une baseB orthonormée pour〈·|·〉
dans laquelle la matriceD def , qui est aussi celle deΦ, est diagonale réelle. Il suffit
alors de prendre pourP la matrice de passage deB à la base canonique.
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