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Proposition. Tout groupe simple d’ordre60 est isomorphe àA5.

SoientG un groupe simple d’ordre60 = 22 · 3 · 5 etn5 le nombre de5-Sylow deG.
D’après les théorèmes de Sylow,n5 ≡ 1 (mod 5) et n5|12. Par conséquent,n5 = 1 ou
6. Mais n5 ne peut être égal à1, car le5-Sylow serait alors distingué, orG est simple
par hypothèse. Doncn5 = 6.

Le groupeG agit transitivement par conjugaison sur l’ensemble des5-Sylow, d’où
l’existence d’un morphismeG 7→ S6, non trivial puisque l’action est transitive. De plus,
le noyau de ce morphisme étant un sous-groupe distingué deG, il est nécessairement
réduit au neutre. Ainsi, le morphisme est injectif etG est isomorphe à un sous-groupe
deS6.

Considérons maintenant le groupe dérivéD(G) deG. Il est lui aussi distingué dans
G ; mais il n’est pas nul carG n’est pas commutatif. Il est donc égal àG. Par conséquent,

G = D(G) ⊂ D(S6) = A6.

Montrons queG n’est pas distingué dansA6. On pourrait invoquer le fait queA6 est
simple, mais on peut aussi se passer facilement de ce résultat : soita ∈ G d’ordre5. Si
b ∈ A6 est également d’ordre5, alors〈a〉 et 〈b〉 sont tous deux des5-Sylow deA6, donc
sont conjugués. SiG était distingué, il contiendrait alors tous les éléments d’ordre5 de
A6, mais ce n’est pas possible car il y a

(
6
5

)
· 4! = 144 tels éléments.

Considérons maintenant l’ensembleX = A6/G des classes à gauche deG dansA6.
Il est de cardinal360

60
= 6. Le groupeG agit surX par translations à gauche,via le

morphisme
φ : G → SX ' S6

g 7→ (xG 7→ (gx)G)

Le fait queG ne soit pas distingué dansA6 entraîne que ce morphisme est non trivial.
En effet,

φ(G) = {id} ⇔ ∀g ∈ G, ∀x ∈ A6, gxG = xG

⇔ ∀g ∈ G, ∀x ∈ A6,∀h ∈ G, gxh ∈ xG

⇔ ∀g ∈ G, ∀x ∈ A6, gx ∈ xG

⇔ ∀g ∈ G, ∀x ∈ A6, g ∈ xGx−1

⇔ ∀x ∈ A6, G = xGx−1.

On déduit alors comme précédemment de la simplicité deG, l’injectivité de φ. Par
conséquent,G ' φ(G). Or, pour toutg ∈ G, φ(g)(G) = G, autrement dit,G est fixe
par tous les éléments deφ(G). Doncφ(G) est isomorphe à un sous-groupe deS5.
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On conclut en remarquant, comme précédemment, queG ⊂ D(S5) = A5, puis par
égalité des cardinaux (ou encore, par le fait queG est d’indice2 dansS5, et queA5 est
le seul sous-groupe d’indice2 deS5).
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