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Non connexité par arcs déz, sin =), = €]0, 1]}.

Référence : Gostiaux

On pose’ = {(z,sin 1),z €]0, 1]}. En tant que graphe d’'une fonction continue sur
un ensemble connex€, est connexe, et la fermeture d’'un connexe étant coniierst
également connexe. En revanche,

Proposition. L'espace topologiqué&, muni de la topologie induite par celle d&?,
n’est pas connexe par arcs. Plus précisément, il a exactement deux composantes connexes
par arcs :G et {0} x [—1,1].

Commengons par établir le fait qae = ({0} x [-1,1]) U G. Tout d’abord,GG C
({0} x [~1,1]) U G car la fonctionz — sin < est bornée pa+1 et 1. Soit maintenant
€ [—1,1]. On définit la suitgz,,) par

1
Tn = aresina +2nm
On asin - = a, etx, tend verd) lorsquen tend vers l'infini. Donc la swtézn, sin —)
deC tend vers le point0, o) de{0} x [—1, 1], ce qui montre qué{0} x [-1,1]) UG C

G. D'oll I'égalité de ces deux ensembles.

Les espaceé et {0} x [—1, 1] sont bien sdr chacun connexe par atGscomme
graphe d’une fonction continue sur un connexe par arcs). Seient0,«) € {0} x
[—1,1] etb = (3, sin = ) € G. Montrons qu'’il n’existe pas de chemin continu reliant

etb surG. Supposons par I'absurde qu’il en existe un::[0, 1] — G, continu, tel que
7(0) = a ety(1) = b. On posey(t) = (u(t),v(t)) obwu,v : [0,1] — R sont continues,
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et vérifient, pour tout, soitu(t) = 0 etwv(t) € [—1, 1], soitu(t) > 0 etv(t) = sin ﬁ
Considérons I'ensemble = {t € [0,1],u(t) > 0}. Commeu est continue, c’est un
ouvertdg0, 1]. De plus,[0, 1] étant localement connexe, les composantes connexes de
sont tous des intervalles ouverts déihd |. Soit.J 'une de ces composantes connexes.
Elle est de I'une des formes suivants,.d|, [0, d[, |¢, 1] ou [0, 1], avec) < ¢ < d < 1.
Mais commey(0) = (u(0),v(0)) = (0, «), on au(0) = 0 et dona) ¢ Q2. En particulier,

0 ¢ J, etdoncJ =]c,d] ou]c,1]. Lélémentc n'est pas dang, donc pas dan® :

s'il I'était, J serait inclus dans un connexeJU {c} strictement plus grand, ce qui est
impossible. Dona:(c) = 0. Lensembleu(.J) est un intervalle (car image connexe d’'un
intervalle), inclus dan§), +oo|, et puisqueu(c) = 0, la borne inférieur dex(.J) est0.
Sur un tel intervalle, la fonctiom — sin % prend une infinité de fois chaque valeur entre
—1 et1, et on en déduit quein ﬁ n'a pas de limite lorsquéetend versc par valeurs
supérieurs. Or, pour € J, sinﬁ = o(t) etv(t) tend versv(c) lorsquet tend verse
(carv est continue). On a une contradiction.



