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Théoréme 1. Soit G un sous-groupe fini d8O(R?). Alors G' est soit un groupe cy-
clique, soit un groupe diédral, soit le groupe des rotations laissant invariant un polyedre
régulier.

Notonsn I'ordre deG, et supposons que> 1 (sin = 1, GG est réduit a I'identité et
est bien un groupe cyclique). S6ita sphere unité d&*. On pose

I'={(g,2) € G\{id} x S,g(x) =z} etX = {x € S,3g € G\{id}, g(x) = z}.

Soitz € X, et soitgy € G\{id} tel quegy(z) = x. Soith € G. Montons qué:(x) € .
Onposef = hgoh™' € G;alorsf # id cargy # id. De plus,f(h(x)) = hgoh™'h(zx) =
h(go(x)) = h(x) et donc on a bieh(x) € X. Par conséquent, le groupeagit surX
par I'action naturelley - = = g(x).
On notek le nombre d’orbites par cette actionft . . . , P, les orbites. Pour € P;,
on notee; I'ordre du stabilisateur de; on aCard(P;) xe; = Card(G) = n. Nous allons
calculer de deux manieres différentes le cardindl' de
— Sil'on fixeg € G\{id}, combieny a-t-il der € S tel que(g,z) € ' ? Il s'agit
de déterminer combiepa de points fixes su. Or, une rotation d&? différente
de l'identité a exactement une droite de valeur propreette droite intersecte
la sphéreS en exactement deux points diamétralement opposés, etydmdeux
points fixes suf. Par conséquenfardI' = 2 x Card(G\{id}) = 2(n — 1).

— D’autre part, sil'on fixer € P;, ily a, par définitiong; rotations de~ qui laissent
x invariant, dont I'identité. Il y a done; — 1 éléments dé&\ {id} laissant invariant
x. Ainsi, comme les’; forment une partition d&, Card ' = Zf”:l Card(P;) x

(- =nyr, (1-2).
Par conséquent, on a I'égalité suivante :

2(n—1):n2<1—é). (1)

k
=1
Lemme 2. Sans perte de généralité, on peut supposerqueg e, < --- < ¢,. On est
alors dans I'un des cas suivants :
() k=2ete; =€y =n,
(i) k= 3 etil existe un entiep tel que(n, e, ez, e3) = (2p, 2,2, p),

1



(i) k=3et(n,e,eqe3)=(12,2,3,3),
(iv) k=3et(n, e, e e3) =(24,2,3,4),
(V) k=3et(n, e, e e3) =(60,2,3,5).

Démonstration.Commencgons par montrer gée= 2 ou 3. Remarquons que pour tout
i,2 < e; < n;eneffet, sic € X, il existeg € G\{id} tel queg(x) = x et du fait que
{id, g} C Stab(x) C G, on déduit que < ¢; < n.

En particulier,] — 1 > 1 - § = § et d'apres (1)2(n — 1) > nj, ce qui donne
k<4-2 <4

En outre £ ne peut pas étre égallaSi c’était le cas, on aura@f{n — 1) = n(1 — é)
soitn — 2 = —2, ce qui n'est pas possible puisque- 2 est positif (car on a supposeé
n > 1) alors que-* est strictement négatif. Ainsk, est égal 2 ou 3.

Plagons-nous dans le casbe- 2. L'égalité (1) s’écritalorg(n — 1) = n(1 — é +
1—21)=2n—-n(L+ L) Onobtientdong = L + L, ce qui, comme,e; < n,
impliquee; = e; = n. On obtient le cas (i) du lemme.

Supposons a présent gkie= 3. Alors (1) s’écrit, toutes simplifications faites,

e @)

Cette égalité entraine que = 2. En effet, commes > e, > ey, é + é + é < % en
utilisant I'inégalitél + % > 1, on obtiente; < 3, et comme on a aussj > 2, on a bien
e; = 2. L'égalité (2) se réécrit alors
1 + z — l + i (3)
2 n e e3
En utilisant des considérations similaires au cas précédent, on monteg gue, et
ainsie, = 2 ou 3.
Siey =2, anrs% = é soite; = 5. Commee; est entierp est nécessairement pair,
et en écrivant, = 2p on constate que I'on est dans le cas (ii) du lemme.
Sie, = 3, alorsg + 2 = -, et on montre comme précédemment gye> 5. Les
case; = 3, e3 = 4 etes = 5 donnent alors respectivement les cas (iii), (iv) et (v) du
lemme. ]

Avant d’étudier chacun des cas du lemme précédent, montons que potirdoXit
Stab(z) est un groupe cyclique. En effet, les élémentsSdeb(x) sont des rotations
d’axeRz. lls induisent donc une rotation s(iRz)*, et ainsi,Stab(z) est isomorphe a
un sous-groupe (fini) d8O(R?). Or, les sous-groupes finis 8€)(R?) sont cycliques.

Etude du cas (i). Dans ce cas;; = e; = n donc pour toutr € X, Stab(z) = G.
D’apres la remarque précedentéest cyclique.
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Etude du cas (i)). Onan = 2p, e; = e, = 2 etes = p. Notonsz; un élément de>.
Le groupeStab(z3) est cyclique d’ordre.



