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Suite de Sturm.

Référence : Francinou - Gianella - Nicolas, Oraux X-ENS, Algebre 1

Proposition. Soit P € R[X]. On considére la suités;),<;<,+1 définie parSy = P,
S, = P/, etpouri > 1, S;,; est 'opposé du reste dans la division euclidienneSdg
par S; (autrement ditdeg S; 1 < deg .S; et il existeQ); tel queS;_; = Q;S; — S;11). On
suppose qué,;; = 0 et donc ques, = PGCD(P, P’). Pourz € R, on note

le nombre de changements de signes dans la syite ., S,. Soienta < b € R, non
racines deP. Alors le nombre de racines (réelles) distinctes dans l'intervillé] est
égal aV(a) — V (b).

Dans un premier temps, on commence par se ramener au cAsnil que des
racines simples. Notons que pour tout,, = PGcD(S;, S;11), et en particuliess, divise
S;. On posel; = g—p Alors Ty = m a exactement les mémes racines (distinctes)
gue P, mais elles sont simples. De plus, la suitevérifie encorel;_; = Q;T; — T;,1,
et enfin, pour tout;, le nombre de changements de signe dans la $L(ite est égal au
nombre de changements de signes dans la Si{ite puisqu’on a divisé tous ces termes
par un méme nombrg,(z).

On peut donc supposer quéen’a que des racines simples, et par conséquent que
S, = 1. Par suiteS; et S;;; sont premiers entre eux pour taiitet donc n'ont pas de
racine commune. Sur chaque intervalle sur lequel aucuwdes s’annule, la fonction
V' est constante. L'ensemble des racines$jesst un ensemble fini, et par conséquent,
pour établir le résultat souhaité, il suffit de montrer que

— Six «traverse » une racine d& alorsV (z) diminue del.

— Six «traverse » une racine d'ufj qui n’est pas racine dg, alorsV'(z) ne change

pas.
En effet, par une récurrence immédidtéq) — 1/ (b) sera bien égal au nombre de racines
distinctes deP dansja, b|.

Soit donca une racine deP. Alors o est nécessairement un minimum Bé. La
dérivée de ce polynbme e&P P’, qui est alors négative puis positive sur un voisinage
de . Ainsi, pourh € R tel que|h| est assez peti?(« + h)P'(a + h) est du signe
(strict) denh, et il y a donc un changement de signe de plus avaqi’'apréesu.

Soit maintenanty une racine de5;, i@ # 0. On asS;,_; = Q;S; — S;+1 et donc
Si—1(a) = =S;11(a). Grace a I'hypothese faite sift, on sait que niS;_;, ni S;;; N'a
de racine commune aveg;, et on déduit de I'égalité précédente que

Sz'fl (a)Si+1(a> < 0.

Par continuité, pour tout assez proche de, S;_1(z)S;1(z) < 0 ce qui prouve qué’
reste constante au voisinagede



