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Première partie

Représentations du groupe symétrique

1 Représentations, caractères

1.1 Définitions

Définition 1 (Représentation de groupe). SoitG un groupe. On appellereprésentationdeG un couple
(V, r) oùV est un espace vectoriel etr : G→ GL(V ) un morphisme de groupes. On noterag ·x l’action
deg ∈ G surx ∈ V .

Par abus de langage, on ne fera pas toujours la distinction entre une représentation(V, r) et l’espace
V qui la porte.

Un sous-espace deV stable parG s’appelle unesous-représentationdeV .
Si (V1, r1) et(V2, r2) sont deux représentations deG, on définit leursomme directe(V1⊕V2, r1⊕r2)

de la manière suivante : six = x1+x2 ∈ V avecx1 ∈ V1 etx2 ∈ V2, alorsr1⊕r2(x) = r1(x1)+r2(x2).
Si V ne peut pas être représentée comme somme directe d’une façon non triviale, on dit queV est

indécomposable.

Définition 2 (Représentation irréductible). On dit qu’une représentation deG est irréductible si elle
n’admet aucune sous-représentation non triviale.

Remarque.Toute représentation irréductible est indécomposable.

1.2 Propriétés des représentations des groupes finis

On s’intéresse désormais à des groupes finis et à desC-espaces vectoriels de dimension finie.

Théorème 3. SiG est un groupe fini,V une représentation de dimension finie deG, tout sous-espace
vectoriel deV stable par l’action deG possède un supplémentaire également stable par l’action deG.
Autrement dit, toute représentation indécomposable est irréductible.

Démonstration.(On noterag · x l’action deg surx par la représentation de groupe.) Soit〈 , 〉 un produit
scalaire surV . On définit un deuxième produit scalaire par :

(x, y) =
1
|G|

∑
g∈G

〈g · x, g · y〉 .

Alors ( , ) est conservé par l’action deG, c’est-à-dire que∀g ∈ G, (x, y) = (g · x, g · y). En effet,

(g · x, g · y) =
1
|G|

∑
h∈G

〈hg · x, hg · y〉 =
1
|G|

∑
k∈G

〈k · x, k · y〉 = (x, y).

Si W est un sous-espace vectoriel deV conservé parr, soitW⊥ l’orthogonal deW dansV pour ( , ).
On montre facilement, par conservation du produit scalaire par l’action deG, queW⊥ est conservé par
l’action deG.

Une conséquence immédiate de ce théorème est le résultat suivant :

Corollaire 3.1. Toute représentation est somme de représentations irréductibles.
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Théorème 4(Lemme de Schur). SoientV1 et V2 deux représentations irréductibles d’un groupeG, et
soitϕ une application linéaire deV1 dansV2 telle que∀g ∈ G, ∀x ∈ V1, ϕ(g · x) = g · ϕ(x). Alors

– siV1 n’est pas isomorphe àV2, ϕ = 0,
– siV1 = V2 = V , ∃λ ∈ C, ϕ = λid.

Démonstration.Montrons tout d’abord queKer(ϕ) et Im(ϕ) sont des sous-représentations deV1 et V2

respectivement.
Si ϕ(x) = 0, alors∀g ∈ G, ϕ(gx) = g · ϕ(x) = 0 ; Ker(ϕ) est conservé par l’action deG, donc est

une sous-représentation deV1. Si y = ϕ(x), g · y = g · ϕ(x) = ϕ(g · x) ∈ Im(ϕ), doncIm(ϕ) est une
sous-représentation deV2.

Comme on a supposéV1 irréductible,Ker(ϕ) est égal à{0} ou àV1. Dans le deuxième cas, on a
ϕ = 0, et dans le premier cas,Im(ϕ) est isomorphe àV1 ; commeV2 est irréductible, queIm(ϕ) n’est
pas réduit à0 et est une sous-représentation,Im(ϕ) = V2 et doncV2 est isomorphe àV1. Ceci démontre
le premier point de la proposition.

Si V = V1 = V2, commeV est unC-espace vectoriel,ϕ admet un sous-espace propreW dansV ,
associé à la valeur propreλ. Montrons queW est stable par l’action deG. Soitx ∈W . On aϕ(x) = λx,
d’où ϕ(g · x) = g · ϕ(x) = g · λx = λg · x (cette dernière égalité résultant du fait que l’action est
linéaire). Ainsi,g · x ∈ W comme voulu. CommeV est irréductible etW 6= {0}, on aV = W , et donc
ϕ = λid.

1.3 Caractère

Définition 5 (Caractère). Si V est une représentation d’un groupeG, on appellecaractèredeV l’appli-
cationχV définie par :

χV : G → C
g 7→ tr(g)

en identifiantg ∈ G à la matrice associée àg dansV .

On peut remarquer queχV (g) ne dépend que de la classe de conjugaison deg. En effet, par propriété
de la trace,χV (hgh−1) = χV (g).

En outre, siV1 etV2 sont deux représentations deG, on aχV1⊕V2 = χV1 + χV2 , car la matrice deg
dansV1 ⊕ V2 est composée de deux blocs qui sont les matrices deg dansV1 et dansV2.

Si φ, ψ sont deux applications deG dansC, on définit le produit scalaire

(φ, ψ) =
1
|G|

∑
g∈G

φ(g)ψ(g).

Théorème 6. La famille (χV ), oùV parcourt l’ensemble des classes d’isomorphismes des représenta-
tions irréductibles deG, forme une base orthonormée de l’espace des fonctionsG → C constantes sur
chaque classe de conjugaison.

Nous ne démontrerons pas ce théorème ici.

On peut associer à un groupe sa table des caractères, qui est un tableau dans lequel on note la valeur
du caractère pour chaque classe de conjugaison deG et pour chaque représentation irréductible. Voici par
exemple la table des caractères deS1, S2, S3 etS4 :

S1 identité

id 1

4



S2 identité transposition

id 1 1
ε 1 −1

S3 identité transpositions trois-cycles

id 1 1 1
4 2 0 −1
ε 1 −1 1

S4 identité transpositions doubles transp. trois-cycles quatre-cycles

id 1 1 1 1 1
4 2 0 2 −1 0

3 1 −1 0 −1
⊗ε 3 −1 −1 0 1
ε 1 −1 1 1 −1

Dans ces tables,id est la représentation triviale,ε la représentation de dimension1 qui correspond au
morphisme signature ;4 (resp. ) est la représentation de dimension2 (resp.3) obtenue en prolongeant
àC2 (resp.C3) l’action deS3 (resp.S4) sur les sommets numérotés d’un triangle équilatéral (resp. d’un
tétraèdre régulier) centré en l’origine. Enfin,⊗ε(g)(x) = ε(g)· (g)(x).

On verra par la suite des méthodes pour remplir ces tables dans le cas des groupes symétriquesSn.
De manière générale, la première colonne, qui correspond au neutre du groupe, donne la dimension des
représentations irréductibles (χV (e) = dim(V )). En effet, la matrice dee dans la représentationV est la
matrice identité, dont la trace est biendim(V ).

Corollaire 6.1. Le nombre de représentations irréductibles d’un groupeG est égal au nombre de classes
de conjugaisons de ce groupe. (En particulier, les tables des caractères sont carrées.)

2 Groupes symétriques, diagrammes de Young

Définition 7 (diagramme de Young). On appellediagramme de Youngune suite décroissante d’entiers
presque nulle. Si(λi)i>1 est un diagramme de Young, on le représente par un tableau dont lai-ème
colonne aλi cases. Par exemple, le diagramme de Young(5, 3, 2, 2, 0, 0, . . .) est représenté par

On dit que(λi)i>1 est un diagramme de Young àn cases si
∑

i>1 λi = n (cette somme est en fait finie).

À une permutationσ ∈ Sn on associe le diagramme de Young àn cases dont les longueurs des
colonnes sont égales aux longueurs des cycles deσ. Par exemple, à une transposition, on associe le
diagramme de Young suivant :

· · ·
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Alors deux permutations deSn sont dans la même classe de conjugaison si et seulement si elles
ont le même diagramme de Young. Il y a donc une bijection entre les classes de conjugaison deSn et
l’ensemble des diagrammes de Young àn cases. D’après le corollaire 6.1, le nombre de représentations
irréductibles deSn est également égal au nombre de diagrammes de Young àn cases.

On peut construire une bijection entre les représentations irréductibles deSn et les diagrammes de
Young àn cases. Nous ne donnons pas la construction ici, nous nous contenterons de donner des pro-
priétés de cette bijection et quelques exemples. Ainsi, la représentation irréductibleidentité, qui est une
représentation de dimension1, est toujours représentée par le diagramme de Young à une colonne den
cases :(n, 0, 0 . . .) ou plus simplement(n). La représentationsignature, également de dimension1, est
représentée par le diagramme de Young à une ligne den cases :(1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . .) ou plus simplement
(1, 1, . . . , 1).

On représente désormais les classes de conjugaison et les représentations irréductibles par leurs dia-
grammes de Young associés, ce qui va nous permettre de remplir les tables de caractère à l’aide d’opé-
rations sur les diagrammes de Young. Tout d’abord, on peut constater que la ligne correspondant à la
représentation identité ou(n) ne contient que des1. La ligne correspondant à la représentation signature
ou(1, 1, . . . , 1) contient la signature des permutations de la classe de conjugaison. La colonne correspon-
dant à la permutation identité(1, 1, . . . , 1) contient la dimension de la représentation. (Voir les exemples
page 4.) Nous allons présenter une méthode permettant de remplir chaque case de la table.

Définition 8 (ruban). Soitλ un diagramme de Young. Unrubandeλ est une suite de cases deλ telle que
– le diagramme obtenu en retirant le ruban deλ soit encore un diagramme de Young,
– on passe de chaque case du ruban à la suivante, soit en se déplaçant d’une case vers le bas, soit en

se déplaçant d’une case vers le droite,
– si une case appartient au ruban, toutes les cases situées au dessus y appartiennent aussi.

Exemples :

En revanche, les figures qui suivent ne représentent pas des rubans :

Définition 9 (coin). Un ruban à1 case est appelécoindu diagramme de Young.

Soitλ = (λ1, . . . , λp) le diagramme de Young associé à une classe de conjugaison deSn, etµ celui
associé à une représentation irréductible. On cherche à remplir la case(λ, µ) de la table des caractères.
Pour cela, on cherche toutes les suites possibles(µ0, µ1, . . . , µp) de diagrammes de Young, oùµ0 = µ
et pour touti, µi est obtenu à partir deµi−1 en retirant un ruban deλi cases (on aµp = (0)). À chacune
de ces suites, on associe(−1)d où d est le nombre de fois où l’on est allé vers la droite pour construire
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les rubans. L’élément de la case(λ, µ) de la table des caractères est le nombre obtenu en additionnant les
termes associés à chaque suite. S’il n’existe aucune suite possible, alors l’élément de la table est0.

Pour plus de clarté, nous présentons deux exemples de cette méthode. Plaçons-nous dansS5, et
considérons la représentation irréductibleµ = (3, 1, 1) et la classe de conjugaisonλ = (2, 2, 1). Il y a
deux manières de construire des suites(µ0, µ1, µ2, µ3) :

µ0

λ1

µ1

λ1

λ2

µ2

λ1

λ2

λ3

µ3

On va une fois vers la droite pour le ruban de longueurλ1, 0 fois pour celui de tailleλ2, 0 fois pour
celui de tailleλ3, doncd = 1 et on associe−1 à cette suite.

µ0

λ1

µ1

λ2

λ1

µ2

λ2

λ1

λ3

µ3

On va 0 fois vers la droite pourλ1, une fois pourλ2, 0 fois pourλ3 doncd = 1 et on associe−1 à
cette suite.

On en déduit queχµ(λ) = −2.
Toujours dansS5, considérons maintenant la classe de conjugaisonλ = (4, 1) et la représentation

µ = (2, 2, 1). Cette fois, il n’y a qu’une seule façon de construire une suite(µ0, µ1, µ2) :

µ0

λ1

µ1

λ1

λ2

µ2

Pourλ1, on va deux fois vers la droite, et 0 fois pourλ2, donc le nombre associé à cette suite est(−1)2 =
1. Doncχµ(λ) = 1.

Soulignons le fait que, dans cette méthode, il n’est pas nécessaire d’enlever les rubans dans l’ordre
λ1, λ2, . . . , λp. Il suffit en fait de se fixer un ordre au départ, et la méthode donnera le même résultat.

3 Restrictions, représentations induites

Définition 10 (restriction). Soit(V, r) une représentation deG, etH un sous-groupe deG. Alors (V, r|H )
définit une représentation deH surV , appeléerestrictionde(V, r). On la noteraV|H .

Définition 11 (produit tensoriel). SoientV1 et V2 deux espaces vectoriels (de dimension finie). Soit
(xi)16i6n une base deV1 et (yj)16j6m une base deV2.

– On note formellementxi ⊗ yj le produit tensorielde xi par yj , puis pourx ∈ V1 et y ∈ V2

quelconques, on définitx⊗ y par bilinéarité.
– On appelleproduit tensorieldeV1 parV2 l’espace vectorielV1 ⊗ V2 de base(xi ⊗ yj)16i,j6n. On

adim(V1 ⊗ V2) = dim(V1) dim(V2).
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– On définit de même le produit tensoriel dep vecteurs et dep espaces vectoriels.

Définition 12 (représentation induite). Soit G un groupe etH un sous-groupe deG. Soit (W, ·) une
représentation deH. On considère l’ensemble des classes à gauche deH, {g1H, g2H, . . . , gkH}, avec
g1 = e, et k = |G|

|H| . On poseV = W ⊗ Ck. Soit v = w ⊗ ei et g ∈ G. Soit gjH la classe deggi : g

s’écrit de manière unique sous la formeg = gjhg
−1
i oùh ∈ H, et on poseg · (w ⊗ ei) = (h · w) ⊗ ej .

Par linéarité, on définit ainsi une représentation deG surV . Elle est appeléereprésentation induitepar
(W, r) surG. On la noteraIndG(W ), ou Ind(W ) quand le groupe est clairement sous-entendu.

La restriction et l’induite d’une représentation irréductible ne le sont en général pas.

Soit ( , ) le produit scalaire défini surCG dans la section 1.3, page 4.

Proposition 13. SoientG un groupe etH un sous-groupe deG. SoientV une représentation deG etW
une représentation deH. Alors(χV|H

, χW ) = (χV , χIndG(W )).

Démonstration.Par définition,

(χV|H
, χW ) =

1
|H|

∑
h∈H

χW (h)χV|H
(h)

(χV , χIndG(W )) =
1
|G|

∑
g∈G

χIndG(W )(g)χV (g).

On noteg1H = H, g2H, . . . , gkH les classes à gauche deH dansG (aveck = |G|
|H| ). Soit g ∈ G.

Considérons la matrice deg dans la représentationInd(W ), dans une base adaptée à la décomposition
W1 ⊕ · · · ⊕Wk. D’après la définition deInd(W ), cette matrice est composée dek × k blocs de taille
|H| × |H|, tels que le bloc(i, j) est égal à la matrice deg−1

j ggi dansW si g−1
j ggi ∈ H, 0 sinon. Pour

chaquei, il existe un uniquej tel queg−1
j ggi ∈ H, et donc un unique bloc(i, j) non nul. Pour le calcul

de la trace, seuls les blocs diagonaux interviennent. On en déduit que

χInd(W )(g) =
∑

i tq g∈giHg−1
i

χW (g−1
i ggi).

On aχV (g) = χV (g−1
i ggi), ce qui permet d’écrire∑

g∈G

χInd(W )(g)χV (g) =
∑
g∈G

∑
i tq g∈giHg−1

i

χW (g−1
i ggi)χV (g−1

i ggi)

=
k∑

i=1

∑
g∈giHg−1

i

χW (g−1
i ggi)χV (g−1

i ggi)

=
k∑

i=1

∑
h∈H

χW (h)χV (h)

= k
∑
h∈H

χW (h)χV (h).
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De plus,∀h ∈ H, χV (h) = χV|H
(h). Finalement

(χV , χIndG(W )) =
1
|G|

∑
g∈G

χIndG(W )(g)χV (g)

=
k

|G|
∑
h∈H

χW (h)χV|H
(h)

=
1
|H|

∑
h∈H

χW (h)χV|H
(h)

= (χV|H
, χW ).

Soitn > 2. On peut voirSn−1 comme le sous-groupe deSn qui laisse le dernier élément invariant.
On peut alors appliquer à ces deux groupes les définitions précédentes.

Dans ce cas particulier, on a les deux propositions suivantes :

Proposition 14. SoitV une représentation irréductible deSn etλ le diagramme de Young associé. Alors
la restriction deV à Sn−1 est la somme des représentations irréductibles deSn−1 dont les diagrammes
de Young sont obtenus à partir deλ en enlevant un coin.

Proposition 15. SoitW une représentation irréductible deSn−1 et λ le diagramme de Young associé.
Alors la représentation induite deW à Sn est la somme des représentations irréductibles deSn dont les
diagrammes de Young sont obtenus à partir deλ en ajoutant un coin.

Nous ne démontrerons pas ces propositions ici, mais simplement qu’elles sont équivalentes.

Démonstration.La proposition 15 découle de la proposition 14 et de la proposition 13. Rappelons que,
d’après le théorème 6, la famille(χV , V repr. irr. deSn) est orthonormée pour( , ). Ainsi, pour détermi-
ner la décomposition en représentations irréductibles deInd(W ), il suffit de faire le produit scalaire de
χInd(W ) avec lesχV , V représentation irréductible deSn. Or (χInd(W ), χV ) = (χW , χV|Sn−1

). Comme

W est irréductible, et d’après la proposition 14,(χW , χV|Sn−1
) est égal à1 siW est obtenu à partir deV

en enlevant un coin,0 sinon. Donc(χInd(W ), χV ) est égal à1 si V est obtenu à partir deW en ajoutant
un coin,0 sinon. Ce qui conclut. On montre exactement de la même façon que la proposition 15 implique
la proposition 14.

Deuxième partie

Correspondance bosons-fermions et hiérarchie
de Kadomtsev–Petviashvili

4 Correspondance bosons-fermions

4.1 Bosons

On appelleespace bosoniquel’espace des séries formelles à une infinité de variablesC[[p1, p2, . . .]].

9



Définition 16 (Algèbre d’un groupe). SoitG un groupe. SoitCG l’espace des combinaisons linéaires
complexes (finies) formelles des éléments deG. Le produit surG induit un produit surCG, par la relation∑

g∈G agg ×
∑

h∈G bhh =
∑

g,h∈G agbh(gh). Par construction,CG est uneC-algèbre, appeléeC-
algèbre du groupeG.

Définition 17. On notep l’application linéairep : CSN → C[p1, . . . , pN ] définie de la manière suivante :
si σ ∈ SN a ses cycles de longueursk1, k2, . . . , kq, alorsp(σ) = pk1pk2 · · · pkq . On a doncp(

∑
aσσ) =∑

aσp(σ).

Définition 18 (Polynômes homogènes). On dit qu’un polynôme deC[p1, p2, . . .] esthomogène de degré
n, si c’est une combinaison linéaire desp(σ) pour σ ∈ Sn. On noteCn[p1, . . . , pn] l’ensemble des
polynômes homogènes de degrén.

Définition 19 (Polynômes de Schur). Lespolynômes de Schursont indexés par les diagrammes de Young.
Siλ est un diagramme de Young àn cases, qu’on identifie à la représentation deSn associée, le polynôme
de Schur indexé parλ est

sλ =
1
n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)p(σ).

Remarquons que le polynômesλ est homogène de degré|λ|.

Les premiers polynômes de Schur sont

s0 = 1, s1 = p1 s2 =
1
2
(p2

1 + p2), s3 =
1
6
(p3

1 + 3p1p2 + 2p3),

s1,1 =
1
2
(p2

1 − p2), s2,1 =
1
3
(p3

1 − p3), s1,1,1 =
1
6
(p3

1 − 3p1p2 + 2p3).

Les polynômes de Schur forment une « base » deC[[p1, p2, . . .]], dans le sens où toute série formelle
deC[[p1, p2, . . .]] peut s’écrire de manière unique comme combinaison linéaire infinie dessλ.

4.2 Fermions

SoitV = C[z−1][[z]] l’espace des séries de Laurent formelles à une inconnue.

Définition 20 (produit extérieur). SoientV un espace vectoriel etx1, . . . , xq ∈ V . On appelleproduit
extérieurdex1, x2, . . . , xq l’élément deV ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V

x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xq =
∑

σ∈Sq

ε(σ)xσ(1) ⊗ xσ(2) ⊗ · · · ⊗ xσ(q).

Par exemple, pourq = 2, x1 ∧ x2 = x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x1.

On constate immédiatement que ce produit est antisymétrique. Plus généralement, on peut définir
formellement le produit extérieur semi-infini, notéx1 ∧ x2 ∧ · · · , à qui on impose les mêmes propriétés
celles que possède que le produit extérieur fini.

Définition 21 (puissance extérieure semi-infinie). La puissance extérieure semi-infinied’un espaceV ,
notée

∧∞
2 V , est l’espace des combinaisons linéaires infinies de termes de la forme

vλ = zk1 ∧ zk2 ∧ zk3 ∧ · · ·

oùki = λi − i, et oùλ = (λi)i>1 est un diagramme de Young.
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On appelleespace fermioniquel’espaceΛ =
∧∞

2 V .
Les deux espaces introduits précédemment ont comme point commun d’avoir une « base »1 indexée

par les diagrammes de Young. On établit une correspondance entre les deux espaces qui transformesλ en
vλ.

4.3 Opérateurs

4.3.1 Opérateurs surΛ

SiA est un opérateur surV , on définit l’opérateur̂A surΛ de la manière suivante : si la matrice deA
a tous ses éléments diagonaux nuls, on pose

Â(zk1 ∧ zk2 ∧ · · · ) = A(zk1) ∧ zk2 ∧ zk3 ∧ · · ·
+ zk1 ∧A(zk2) ∧ zk3 ∧ · · ·
+ zk1 ∧ zk2 ∧A(zk3) ∧ · · ·
+ · · · .

LorsqueA est diagonal, c’est-à-dire si pour toutk, il existeak tel queA(zk) = akz
k, la somme dans

définition précédente peut diverger. Aussi, dans ce cas, l’action deÂ doit être régularisée, et on pose

Â(zk1 ∧ zk2 ∧ · · · ) =

( ∞∑
i=1

(aki − a−i)

)
zk1 ∧ zk2 ∧ · · · .

Ceci est une somme finie, carki = λi − i = −i pour i assez grand. Pour un opérateurA quelconque,
on l’écrit comme somme de sa partie diagonale et du reste, et on en déduit l’opérateurÂ par somme des
deux expressions précédentes.

Voici quelques exemples d’opérateursÂ, appliqués àv3,1 = z2 ∧ z−1 ∧ z−3 ∧ z−4 ∧ · · · .

I 1̂(v3,1) = (
∑∞

i=1(1− 1)) v3,1 = 0

I ẑ ∂/∂z(v3,1) =
(
(2 + 1) + (−1 + 2)

)
v3,1 = 4v3,1

I ẑ(v3,1) = z3 ∧ z−1 ∧ z−3 ∧ · · ·
+ z2 ∧ z0 ∧ z−3 ∧ · · ·
+ z2 ∧ z0 ∧ z−2 ∧ z−4 ∧ · · ·
+0 + 0 + · · ·

= v4,1 + v3,2 + v3,1,1

I ∂̂/∂z(v3,1) = 2z1 ∧ z−1 ∧ z−3 ∧ · · ·
−z1 ∧ z−2 ∧ z−3 ∧ · · ·

= 2v2,1 − v3

De manière générale,̂1(vλ) = 0, ẑ ∂/∂z(vλ) = |λ|vλ où |λ| est le nombre de cases deλ, et ẑ(vλ) =∑
vλ′ où lesλ′ sont les diagrammes de Young obtenus à partir deλ en ajoutant une case.

1Leurs éléments s’écrivent formellement comme combinaisons linéaires infinies des éléments de la « base »

11



4.3.2 Correspondance

À un opérateur surV , on associe, comme ci-dessus, un opérateur surΛ, auquel on associe un opérateur
sur C[[p1, p2, . . .]] de manière à conserver la correspondancevλ ↔ sλ. On obtient la correspondance
suivante :

Opérateur surV Opérateur surC[[p1, p2, . . .]]
zm pm

z−m m ∂
∂pm

1 0

Dans ce tableau,pm représente l’opérateur de multiplication parpm.
Montrons quez−m ↔ m ∂

∂pm
. Il s’agit d’établir que pourλ diagramme de Young, sîz−mvλ =∑

µ αµvµ, alorsm ∂
∂pm

sλ =
∑

µ αµsµ, où ces sommes sont prises surµ diagramme de Young. Tout

d’abord, montrons quêz−m(vλ) =
∑

λ′(−1)dλ′ vλ′ où la somme est prise surλ′ dans l’ensemble des
diagrammes de Young obtenus en retirant deλ un ruban àm cases, etdλ′ est le nombre de fois où l’on
est allé d’une case vers la droite pour parcourir le ruban. Siλ = (λi)i>1, on a

ẑ−m(vλ) = zλ1−1−m ∧ zλ2−2 ∧ zλ3−3 ∧ · · ·
+ zλ1−1 ∧ zλ2−2−m ∧ zλ3−3 ∧ · · ·
+ · · · .

Considérons un termezλ1−1 ∧ · · · ∧ zλi−i−m ∧ zλi+1−(i+1) ∧ · · · , dans lequelλi − i −m n’est égal à
aucun desλk − k, k 6= i (sinon, ce terme est nul). On va permuter le facteur enλi − i − m avec l’un
de ses voisins jusqu’à ce qu’il soit bien placé dans l’ordre décroissant. À chaque permutation, on a un
changement de signe par anti-symétrie. Pour plus de simplicité, on se contente de montrer sur un exemple
que cette suite d’opération fait bien apparaître un ruban àm cases, et que le nombre de changements de
signe est égal au nombre de fois où l’on va vers la droite :

Ces schémas correspondent à la suite de produits extérieurs suivants :

z8−1 ∧ z5−2−6 ∧ z4−3 ∧ z2−4 ∧ z1−5 ∧ z1−6 ∧ z−7 ∧ · · ·

= −z8−1 ∧ z3−2 ∧ z3−3−3 ∧ z2−4 ∧ z1−5 ∧ z1−6 ∧ z−7 ∧ · · ·

= z8−1 ∧ z3−2 ∧ z1−3 ∧ z1−4−0 ∧ z1−5 ∧ z1−6 ∧ z−7 ∧ · · ·

= −z8−1 ∧ z3−2 ∧ z1−3 ∧ z1−4 ∧ z1−5 ∧ z1−6 ∧ z−7 ∧ · · · .

Ci-dessus, les exposants sont écrits sous la formeλi − i, et le nombre en gras correspond aux cases du
ruban restant à répartir. D’une étape à l’autre, deux termes sont échangés, d’où l’alternance des signes.
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Il nous reste donc à établir quem ∂
∂pm

(sλ) =
∑

λ′(−1)dλ′ sλ′ . On rappelle quesλ = 1
n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)p(σ)
oùn = |λ|. Lorsqu’on dérive ce terme par rapport àpm, siσ n’admet pas de cycle de longueurm, alors le
terme correspondant est nul d’après la définition dep(σ) (voir 17). Donc seules les permutations ayant un
cycle de longueurm interviennent dans la somme. Pour dénombrer celles-ci, il faut commencer par choi-
sir lesm éléments composant ce cycle, ce qui constituen!

(n−m)!m! possibilités. Puis, il faut ordonner ces
éléments, ce qui constituem! possibilités. Mais on a ainsi comptém fois le même cycle car on peut choi-
sir n’importe quel élément du cycle pour être le premier. Finalement, il y an!

(n−m)!m!m! 1
m = n!

(n−m)!m
manières de choisir un cycle dem éléments pour une permutation den éléments. Le reste de la per-
mutation est induit parSn−m. On en déduit ∂

∂pm
sλ = 1

n!
n!

(n−m)!m

∑
σ∈Sn−m

χλ(σ ◦ m-cycle)p(σ) et
donc

m
∂

∂pm
sλ =

1
(n−m)!

∑
σ∈Sn−m

χλ(σ ◦m-cycle)p(σ).

Il reste à évaluerχλ(σ ◦m-cycle). Pour cela, on fait appel à la méthode exposée page 6. On l’applique
partiellement pour relierχλ(σ ◦ m-cycle) à χλ′(σ). Plus précisément, si l’on commence par retirer un
ruban dem cases, qui correspond aum-cycle, au diagramme de Youngλ, on obtient un diagrammeλ′, et
on se ramène à appliquer la méthode àλ′ etσ. On obtient ainsi la relation de récurrenceχλ(σ◦m-cycle) =∑

λ′(−1)dλ′χλ′(σ). D’où

m
∂

∂pm
sλ =

1
(n−m)!

∑
σ∈Sn−m

∑
λ′

(−1)dλ′χλ′(σ)p(σ)

=
∑
λ′

(−1)dλ′
1

(n−m)!

∑
σ∈Sn−m

χλ′(σ)p(σ)

=
∑
λ′

(−1)dλ′ sλ′

ce qui conclut. La correspondancepm ↔ zm, quoique un peu plus difficile à établir, s’obtient de manière
analogue. On montre qu’elle revient à la somme des diagrammes de Young obtenus en ajoutant un ruban
àm cases au diagramme de départ.

4.3.3 Opérateur cut-and-join

Définition 22 (Opérateur cut-and-join). On appelleopérateur cut-and-joinl’opérateur surC[[p1, p2, . . .]]

M =
∞∑

i,j=1

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
.

Proposition 23. SoitM l’opérateur cut-and-join,σ une permutation deSN etT la somme des transpo-
sitions deSN . Alors

Mp(σ) = p(Tσ).

Démonstration.Tout d’abord, siσ est une permutation etτ la transposition qui transformek en l, alors
τσ est obtenue à partir deσ de la manière suivante : sik et l sont dans le même cycle deσ, la permutation
τσ a les mêmes cycles queσ, sauf celui dek et l qui est coupé en deux, mettantk et l dans deux cycles
différents. Sik et l ne sont pas dans le même cycle deσ, alorsτσ a les mêmes cycles queσ, sauf ceux
dek et l qui sont réunis en un seul cycle. DoncTσ est la somme des permutations obtenues à partir deσ,
soit en coupant un cycle en deux, soit en joignant deux cycles.
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Étudions maintenant l’action deM surp(σ). Fixons deux entiersi et j. Siσ an cycles de longueuri
etm cycles de longueurj, alorsp(σ) s’écritαpn

i p
m
j , et on a

ijpi+j
∂2

∂pi∂pj
p(σ) = ijmn(αpi+jp

n−1
i pm−1

j ).

On aαpi+jp
n−1
i pm−1

j = p(σ′) où σ′ a les mêmes cycles queσ, sauf un cycle de longueuri et un de
longueurj qui sont réunis. Montrons qu’il y anmij telles permutations : il s’agit de choisir l’un desn
cycles de longueuri, puis l’un desm cycles de longueurj, et enfin, un élément dans chaque cycle. Donc
ijpi+j

∂2

∂pi∂pj
p(σ) est égal à la somme des permutations obtenues à partir deσ en joignant un cycle de

longueuri et un cycle de longueurj. Maintenant, sir est le nombre de cycles de longueuri+ j deσ, on
écritp(σ) = αpr

i+j , et on a

(i+ j)pipj
∂

∂pi+j
p(σ) = r(i+ j)pipjp

r−1
i+j .

De même que précédemment, il s’agit de montrer que le nombre de permutations obtenues à partir deσ
en coupant un cycle de longueuri+ j en deux cycles de longueursi et j estr(i+ j). On commence par
choisir l’un desr cycles de longueuri + j. Puis il suffit de choisir l’un desi + j éléments du cycle, à
partir duquel débutera le cycle de longueuri, la position du cycle de longueurj étant alors déterminée.
Finalement,Mp(σ) est bien la somme desp(σ′) avecσ′ obtenu en coupant un cycle deσ en deux, ou
bien en joignant deux cycles deσ. Ceci justifie d’ailleurs le nom de « cut-ant-join ».

On peut résumer cette proposition sur le diagramme suivant :∑
aiσi

p //

T

��

∑
aip(σi)

M

��∑
biσi

p // ∑ bip(σi)

Proposition 24. Lessλ sont vecteurs propres deM , associés aux valeurs propres

1
2

∞∑
i=1

[(
λi − i+

1
2

)2

−
(
−i+ 1

2

)2
]
.

Démonstration.Tout d’abord, on peut constater que siP est un polynôme homogène de degrén, MP
est encore un polynôme homogène de degrén. Ainsi, M induit un opérateur deCn[p1, . . . , pn] dans
Cn[p1, . . . , pn]. L’application linéairep : γ 7→ p(γ) est surjective, mais non injective. En revanche, si
on la restreint au centreZ(CSn), elle reste surjective et devient injective. En effet,Z(CSn) est la sous-
algèbre deCSn engendrée par les

∑
σ∈Cλ

σ, oùCλ désigne la classe de conjugaison de diagramme de
Youngλ. Commep(σ) ne dépend que de la classe de conjugaison deσ, un élément deCn[p1, . . . , pn]
peut s’écrire sous la forme

∑
|λ|=n cλp(λ). Alors z =

∑
λ

cλ

|Cλ|
∑

σ∈Cλ
σ vérifiep(z) =

∑
|λ|=n cλp(λ).

En outre, lesp(λ) pour λ diagramme de Young àn cases forment une base deCn[p1, . . . , pn], donc
dimZ(CSn) = dim Cn[p1, . . . , pn].

Si z ∈ Z(CSn), alorsTz ∈ Z(CSn). Ainsi, le diagramme suivant commute :

Z(CSn)
p

∼ //

T

��

Cn[p1, . . . , pn]

M

��
Z(CSn)

p

∼ // Cn[p1, . . . , pn]
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Si z est un élément deCSn et λ une représentation irréductible deSn, on peut associer àz sa matrice
dans la représentation. Si, en outre,z ∈ Z(CSn), alorsz commute avec tous les éléments deCSn, ce
qui signifie que l’action dez définit une application linéaire surλ qui respecte l’action deSn. D’après le
lemme de Schur, page 4, la matrice dez est une homothétie. On notefz(λ) le facteur de cette homothétie.

Soituλ défini par

uλ =
dimλ

n!

∑
σ

χλ(σ)σ.

Commeχλ(σ) ne dépend que de la classe de conjugaison deσ, uλ ∈ Z(CSn). D’après le théorème 6,
lesuλ forment une base deZ(CSn). Calculonsfuλ

(µ). Pour cela, on calcule la trace de la matrice deuλ

dansµ :
– siµ 6= λ, trµ(uλ) = dim λ

n!

∑
σ χλ(σ)χµ(σ) = 0. En effet, on reconnait le produit scalaire défini

dans la section 1.3, pour lequel la famille(χλ) est orthonormée.
– siµ = λ, trλ(uλ) = dim λ

n!

∑
σ χλ(σ)χλ(σ) = dimλ, d’où fuλ

(λ) = 1.
On en déduit que pour toutz ∈ Z(CSn), zuλ = fz(λ)uλ. En particulier,Tuλ = fT (λ)uλ. Donc lesuλ

sont vecteurs propres pour la multiplication parT .
Par ailleurs,p(uλ) = dim λ

n!

∑
σ χλ(σ)p(σ) = dimλsλ carχλ(σ) est réel dans le cas deSn. Donc les

sλ sont vecteurs propres deM , associés aux valeurs propresfT (λ). On admet quefT (λ) = 1
2

∑
[(λi −

i+ 1
2 )2 − (−i+ 1

2 )2].

5 Hiérarchie de Kadomtsev–Petviashvili (KP)

Définition 25 (Élément décomposable). Soitτ un élément deΛ. On dit queτ estdécomposables’il existe
des élémentsϕ1, ϕ2, . . . deV de la formeϕi = z−i +

∑∞
j=−i+1 ai,jz

j , et tels queτ = ϕ1 ∧ϕ2 ∧ · · · , où
ce produit extérieur semi-infini a un sens dans la mesure où l’on développe en choisissant pour tous les
termes, sauf un nombre fini, le termez−i. Dans ce cas, on peut montrer que le coefficient obtenu devant
chaquevλ est une somme finie (ayant presque tous les termes nuls) de produits finis (ayant presque tous
les facteurs égaux à1), voir plus bas pour une expression explicite de ces coefficients.

On peut écrire lesϕi sous forme d’une matrice de taille infinie :

· · · z−4 z−3 z−2 z−1 z0 z1 · · ·
ϕ1 · · · 0 0 0 1 a1,0 a1,1 · · ·
ϕ2 · · · 0 0 1 a2,−1 a2,0 a2,1 · · ·
ϕ3 · · · 0 1 a3,−2 a3,−1 a3,0 a3,1 · · ·
... . .

. ...
...

...
...

Si on décomposeτ sur la base desvλ, en écrivantτ =
∑

λ cλvλ, on peut exprimer les coefficients
cλ à l’aide des mineurs de cette matrice. Pourλ = (λ1, . . . , λp, 0, . . .), cλ = det

(
(ai,λj−j)i,j>1

)
=

det
(
(ai,λj−j)16i,j6p

)
, la deuxième égalité résultant du fait que l’on choisisse toujours les1 diagonaux

sauf pourp d’entre eux dans le développement. Par exemple,c0 = 1, c1 = a1,0, c2 = a1,1, c1,1 =
a1,0a2,−1 − a2,0, c2,1 = a1,1a2,−1 − a2,1 et c2,2 = a2,0a1,1 − a1,0a2,1.

Un élément deC[[p1, p2, . . .]] sera dit décomposable si l’élément associé par la correspondance boson-
fermion l’est.

Définition 26 (Hiérarchie KP). SoitH ∈ C[[p1, p2, . . .]] sans terme constant. On dit queH estsolution
de la hiérarchie KPsi τ = eH est décomposable.
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Remarque.Le fait queH soit décomposable s’exprime par l’intermédiaire d’une infinité d’équations re-
liant lescλ apparaissant dans le développement deτ , comme par exemplec2,2c0 − c2,1c1 + c1,1c2 = 0.
Ces conditions sont équivalentesvia la correspondance boson-fermion à une famille d’équations diffé-
rentielles portant surH exprimé comme série formelle en lespi. La première d’entre elles est

∂2H

∂p2
2

=
∂2H

∂p3∂p1
− 1

2

(
∂2H

∂p2
1

)2

− 1
12
∂4H

∂p4
1

.
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Troisième partie

La série de Hurwitz

6 Revêtements

Définition 27 (Revêtement). SoitX un espace topologique séparé et connexe par arcs. On appellerevê-
tementdeX la donnée d’un espace topologiqueY et d’une application continuef : Y → X vérifiant
∀x ∈ X, il existe un voisinage ouvertU dex et un ensembleF discret tels que le diagramme suivant
commute :

f−1(U) ∼ //

f !!CC
CC

C
U × F

pr1~~}}
}}

}

U

avec pr1 la première projection.

Exemple :SoitX le cercle unité dans le plan complexe,Y = R. Un revêtement deX est « l’hélice »,
avecf : θ 7→ eiθ.

X

Y

Un autre revêtement du cercle seraitX → X, z 7→ z2 (qui revient à parcourir le cercle deux fois).

Proposition 28. Le cardinal deF est constant. Si ce cardinal est fini et égal àn, on dit que(Y, f) est un
revêtement àn feuillets.

Théorème 29(Relèvement). Soitf : Y → X un revêtement etg : [0, 1] → X une application continue.
Alors il existeh : [0, 1] → Y relevantg, c’est-à-dire telle que le diagramme suivant commute :

Y

f
��

[0, 1]

h
77pppppppp

g
// X

Si, de plus, on fixe un antécédent deg(0) par f , alors h telle queh(0) soit égal à cet antécédent est
unique.
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Définition 30 (Isomorphisme de revêtements). Soit X un espace topologique, etf1 : Y1 → X, f2 :
Y2 → X deux revêtements deX. On dit queϕ : Y1 → Y2 est unisomorphisme de revêtementssi le
diagramme suivant commute :

Y1
∼
ϕ

//

f1 ��9
99

9 Y2

f2����
��

X

SoitS2 la sphère de dimension2, que l’on verra par la suite topologiquement comme le plan complexe
C auquel on a ajouté un point à l’infini∞.

Définition 31 (Revêtement ramifié de la sphère). On appellerevêtement ramifié de la sphèreun revête-
ment deS2 privée d’un nombre fini de points. Ces points sont appeléspoints de ramification.

Définition 32 (Surface connexe de genreg). Nous ne donnons pas de définition rigoureuse de ce qu’est
unesurface connexe de genreg. L’idée est que c’est une surface connexe àg « trous », formée du « recol-
lement » deg tores. Par exemple, une sphère est de genre0 et un tore de genre1. En outre, toute surface
connexe compacte, orientable, sans bord, peut être construite de cette manière (et donc on peut définir le
genre de toute telle surface), mais nous ne démontrerons pas ce résultat.

g = 0 g = 1 g = 2

7 Nombres de Hurwitz et série de Hurwitz

Notion de monodromie Fixonsm + 1 points de la sphèrex1, x2, . . . , xm+1, deux à deux distincts,
avecxm+1 = ∞. Fixons également un pointy distinct de tous lesxj . Pour chaquej ∈ {1, . . . ,m},
considérons dans le plan complexe un lacetγj de point basey (ie une application continue de[0, 1] dans
C telle quey = γj(0) = γj(1)) qui ne passe par aucun desxk et « entoure » uniquementxj , une fois,
dans le sens direct. La figure ci-dessous illustre ces choix :

x1

γ1

x2

γ2

x3

γ3

xm

γm

y

La concaténationγm+1 des lacetsγ1, . . . , γm dans cet ordre est encore un lacet de point basey qui entoure
les pointsx1, . . . , xm. Vu sur la sphèreS2, on peut également considérer queγm+1 entoure uniquement
xm+1 = ∞ une fois dans le sens indirect.

Considérons à présent un revêtement ramifiéY → S2 àN feuillets deS2 dont les points de rami-
fication sont lesxj . Le pointy aN antécédents par le revêtement, que l’on notey1, y2, . . . yN . Fixons
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j ∈ {1, . . . ,m+ 1}. D’après le théorème du relèvement, pour chaqueyi, il existe un uniquehij relevant
γj et tel quehij(0) = yi ; commeγj(1) = y, hij(1) est égal àyσj(i) pour une certaine permutation
σj ∈ SN . Si on modifie la numérotation des feuillets, la permutationσj est remplacée par une per-
mutation qui lui est conjuguée. Ainsi, la classe de conjugaison deσj ne dépend que deγj , et s’appelle
la monodromiedeγj (ou abusivement dexj car elle ne dépend pas deγj sous réserve qu’il satisfait à
certaines hypothèses simples). Rappelons qu’une classe de conjugaison (et donc en particulier la mono-
dromie) est entièrement déterminée par la longueur des cycles.

Nombres et série de Hurwitz Nous allons dans la suite nous pencher sur le cas où tous lesxj (1 6
j 6 m) ont pour monodromie une transposition, et la monodromie dexm+1 a pour longueurs de cycles
des entiers fixésk1, k2, . . . , kn.

Définition 33 (Nombre de Hurwitz). On conserve les notations précédentes (m, lesxj et lesγj). Soient
k1, k2, . . . , kn des entiers (ki > 1). Le nombre de Hurwitzhm+1;k1,k2,...,kn

est le nombre de revêtements
ramifiés connexes, dont les points de ramification sont lesxj , tels quexm+1 ait une monodromie de
cycles de longueursk1, k2, . . . , kn, et tels que les autresxj aient pour monodromie une transposition. On
compte le tout à isomorphisme près, et chaque revêtement avec un poids égal à l’inverse du nombre de
ses automorphismes.

Remarque.Si g est le genre d’un revêtement ramifié de la sphère, avec les mêmes hypothèses que dans la
définition précédente, on peut montrer quem =

∑
ki + n + 2g − 2. Ainsi, connaissant leski (et donc

n qui est leur nombre), la donnée dem est équivalente à celle deg. Au lieu de définir les nombres de
Hurwitz àm fixé, on aurait donc pu le faire àg fixé, et c’est d’ailleurs ce qui se fait plus usuellement.

Par commodité pour la suite, on introduit également la définition suivante :

Définition 34. On conserve les notations de la définition 33. On noteh̃m+1;k1,k2,...,kn
le nombre de

revêtements ramifiés (non nécessairement connexes), dont les points de ramification sont lesxj , tels que
xm+1 ait une monodromie de cycles de longueursk1, k2, . . . , kn, et tels que les autresxj aient pour
monodromie une transposition. On compte le tout à isomorphisme près, et chaque revêtement avec un
poids égal à l’inverse du nombre de ses automorphismes.

Remarque.On peut montrer que les nombreshm+1;k1,k2,...,kn
et h̃m+1;k1,k2,...,kn

ne dépendent ni desxj ,
ni desγj , pourvu qu’ils entourent correctement lesxj . Ainsi, la notation est justifiée.

Fixonsm et k1, . . . , kn. À un revêtement ramifié de la sphère en lesxj , dont on a numéroté lesN
feuillets (c’est-à-dire les antécédents du point basey ∈ S2), on associe comme précédemment un(m+1)-
uplet(σ1, . . . , σm+1) de permutations deSN . Celles-ci vérifient en outre la relationσm+1 = σm · · ·σ1

qui provient deγm+1 = γ1 · · · γm. Lorsque le revêtement vérifie les hypothèses de la définition 34, les
σj (1 6 j 6 n) sont des transpositions, alors queσm+1 a pour longueur de cyclesk1, . . . , kn. On obtient
alors une application

Revêtements ramifiés

comme dans la définition 34

à feuillets numérotés

 −→


(τ1, . . . , τm)
τi transposition

τm · · · τ1 de classek1, . . . , kn

 . (1)

NotonsTk1,...,kn
l’ensemble de droite. On admet que l’application (1) est une bijection. Par ailleurs, deux

éléments de l’ensemble de gauche, associés dansTk1,...,kn respectivement auxm-uplets(τ1, . . . , τm)
et (τ ′1, . . . , τ

′
m), sont isomorphes après oubli de la numérotation des feuillets si et seulement s’il existe

σ ∈ SN telle queτ ′i = στiσ
−1 pour touti. Finalement, on peut montrer qu’un automorphisme d’un
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élément de l’ensemble de gauche (qui ne conserve pas nécessairement la numérotation des feuillets)
correspond à une permutation qui commute avec tous lesτj dum-uplet image.

Cette bijection, ainsi que les propriétés que l’on vient de lister, permettent d’établir une expression
simple dẽhm+1;k1,...,kn

, à savoir :

h̃m+1;k1,...,kn =
1
N !

Card(Tk1,...,kn). (2)

En effet, si l’on fait agirSN surTk1,...,kn par conjugaison, les propriétés de la bijection admises précé-
demment impliquent

h̃m+1;k1,...,kn =
∑

(τ1,...,τm)∈Tk1,...,kn

1
Card(orbite de(τ1, . . . , τm)) · Card(stab. de(τ1, . . . , τm))

ce qui permet de conclure en se rappelant que le cardinal d’une orbite multiplié par le cardinal du stabili-
sateur est égal à celui du groupe, donc iciN !.

Définition 35 (Série de Hurwitz). On appellesérie de Hurwitzla série deQ[[β; p1, p2, . . .]] suivante :

H(β; p1, p2, . . .) =
∑
m,n

∑
k1,...,kn

hm+1;k1,k2,...,kn

βm

m!
pk1 · · · pkn

n!
.
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Quatrième partie

Théorème
Le but de cette partie est de montrer le théorème suivant :

Théorème 36.La série de HurwitzH est solution de la hiérarchie KP.

Commençons par prouver le lemme suivant :

Lemme 37. On aeH = eβMep1 oùM est l’opérateur cut-and-join (voir définition 22).

Démonstration.On montre que

eH =
∞∑

q=0

Hq

q!
=
∑
m,n

∑
k1,...,kn

h̃m+1;k1,k2,...,kn

βm

m!
pk1 · · · pkn

n!

en remarquant que la sérieHq

q! dénombre les revêtements àq composantes connexes. On utilise à présent
l’égalité (2) qui donne, en séparant la somme selon les valeurs deN = k1 + k2 + · · ·+ kn,

eH =
∑
m

∑
N

1
N !

βm

m!

∑
k1+···+kn=N

Card(Tk1,...,kn
) · pk1 · · · pkn

n!
.

Rappelons que l’on a introduit un élémentT ∈ CSN défini comme la somme des transpositions, ainsi
que l’opérateurp dans la définition 17, page 10. Ceux-ci vont nous être utiles dans la suite de la preuve.
On a les écritures :

Tm =
∑

τ1,...,τm
transpositions

τm · · · τ1 et p(Tm) =
∑

τ1,...,τm
transpositions

p(τm · · · τ1)

à partir desquels des raisonnements élémentaires de combinatoire (faisant intervenir le nombre deki

égaux entre eux) donnent la formule

p(Tm) =
∑

k1+···+kn=N

Card(Tk1,...,kn
) · pk1 · · · pkn

n!

d’où il résulte, en réinjectant

eH =
∑
m

∑
N

1
N !

βm

m!
p(Tm).

Puis en utilisant les propriétés de l’opérateur cut-and-join (voir proposition 23), on obtient :

eH =
∑
m

∑
N

1
N !

βm

m!
p(Tm) =

∑
m

∑
N

1
N !

βm

m!
Mmp(id) =

∑
m

∑
N

1
N !

βm

m!
MmpN

1 = eβMep1

qui est ce que l’on voulait.

Démonstration du théorème.Commençons par établir quep1 est solution de KP. En effet, on peut lui
associer la matrice suivante :

· · · z−4 z−3 z−2 z−1 z0 z1 · · ·
ϕ1 · · · 0 0 0 1 1 1

2! · · ·
ϕ2 · · · 0 0 1 1 1

2!
1
3! · · ·

ϕ3 · · · 0 1 1 1
2!

1
3!

1
4! · · ·

... . .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.
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On a

ϕi =
∑
j>−i

1
(j + i)!

zj = z−i
∑
j>0

1
j!
zj = z−iez

d’où τ = ϕ1 ∧ϕ2 ∧ · · · = ezz−1 ∧ ezz−2 ∧ · · · . On peut montrer queτ se réécritebz(v0) en développant
les deux expressions. Or,p1 ↔ z dans la correspondance boson-fermion, etv0 ↔ s0 = 1.

Montrons à présent que l’image pareβM d’un élément décomposable reste décomposable. Les poly-
nômes de Schursλ sont vecteurs propres deM associés aux valeurs propres1

2

∑
[(λi − i+ 1

2 )2 − (−i+
1
2 )2], d’après la proposition 24. On en déduit que les polynômes de Schur sont vecteurs propres deeβM

associés aux valeurs propresexp(β 1
2

∑
[(λi − i+ 1

2 )2− (−i+ 1
2 )2]). Si τ est un élément décomposable,

de matrice
· · · z−4 z−3 z−2 z−1 z0 z1 · · ·

ϕ1 · · · 0 0 0 1 a1,0 a1,1 · · ·
ϕ2 · · · 0 0 1 a2,−1 a2,0 a2,1 · · ·
ϕ3 · · · 0 1 a3,−2 a3,−1 a3,0 a3,1 · · ·
... . .

. ...
...

...
...

montrons que si l’on multiplie la colonnezj pare
1
2 (j+ 1

2 )2β et la ligneϕi pare−
1
2 (−i+ 1

2 )2β , on obtient la
matrice deeβMτ . En effet, si l’on écritτ =

∑
cλsλ, on sait quecλ est égal à un mineur de la matrice ;

après avoir multiplié chaque colonne et chaque ligne par le coefficient qui convient, on aura multiplié
le coefficientcλ par la valeur propre associée àsλ. Finalement, cette nouvelle matrice sera bien celle
associée àeβMτ . On peut vérifier immédiatement que ses coefficients « diagonaux »(−i, i) sont bien des
1 et ses coefficients « sur-diagonaux » des0, c’est-à-dire queeβMτ est décomposable.
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