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Premiere partie
Représentations du groupe symeétrique

1 Représentations, caracteres

1.1 Définitions

Définition 1 (Représentation de groupe$oit G un groupe. On appelleprésentatiorde G un couple
(V,r) ouV estun espace vectorielet G — GL(V) un morphisme de groupes. On notera: I'action
dege Gsurz e V.

Par abus de langage, on ne fera pas toujours la distinction entre une représ¢htatiat I'espace
V qui la porte.

Un sous-espace dé stable paiG s’appelle unesous-représentatiode V.

Si (V1,m) et(Va, ry) sont deux représentations @eon définit leursomme directéV; & Vo, r1 ®12)
de la maniére suivante :8i= z; +xz2 € V avecr; € V; etay € Vo, alorsr; @ro(z) = ri(x1)+ra(x2).

Si V' ne peut pas étre représentée comme somme directe d’'une fagon non triviale, onldiegue
indécomposable

Définition 2 (Représentation irréductiblelOn dit qu’'une représentation d& estirréductible si elle
n'admet aucune sous-représentation non triviale.

RemarqueToute représentation irréductible est indécomposable.

1.2 Propriétés des représentations des groupes finis
On s'intéresse désormais a des groupes finis et &despaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme 3. Si G est un groupe fini})” une représentation de dimension finie @etout sous-espace
vectoriel deV stable par I'action deG posséde un supplémentaire également stable par I'actiofi.de
Autrement dit, toute représentation indécomposable est irréductible.

Démonstration.(On noteray - « I'action deg surz par la représentation de groupe.) Sgi} un produit
scalaire sui”. On définit un deuxieme produit scalaire par :

z,y) 9-7,9-y)
“fa !
Alors () est conservé par I'action d&, c'est-a-dire qu&/g € G, (z,y) = (9 - z, g - y). En effet,
(92,9 y) = |G|Zhgzh9y |G|kaky (z,y).
he@ keG

Si W est un sous-espace vectoriel deconservé par, soit W+ I'orthogonal delV dansV pour ().
On montre facilement, par conservation du produit scalaire par I'actia, die 1V est conservé par
l'action deG. O

Une conséquence immédiate de ce théoréme est le résultat suivant ;

Corollaire 3.1. Toute représentation est somme de représentations irréductibles.



Théoréme 4(Lemme de Schur)SoientV; et V, deux représentations irréductibles d’'un groufe et
soitp une application linéaire d&; dansVx telle quevg € G,V € Vi, (g - x) = g - p(z). Alors

— siVi n'est pas isomorphe &, ¢ = 0,

—siVi =V, =V,3IXx e C, p = \id.

Démonstration.Montrons tout d’abord qu&er(y) etIm(y) sont des sous-représentationsidest v,
respectivement.

Sip(x) =0, alorsVg € G, p(gz) = g - ¢(x) = 0; Ker(p) est conservé par I'action d&, donc est
une sous-représentation Ue. Siy = ¢(z),g-y =g - o(x) = p(g - z) € Im(p), doncln(p) est une
sous-représentation dg.

Comme on a supposi irréductible,Ker(y) est égal &0} ou aV;. Dans le deuxiéme cas, on a
¢ = 0, et dans le premier cahn(y) est isomorphe &; ; commeV; est irréductible, quém(y) n'est
pas réduit & et est une sous-représentatibm(p) = V5 et doncl; est isomorphe &;. Ceci démontre
le premier point de la proposition.

SiV =V, = V,, commeV est unC-espace vectorielp admet un sous-espace proptedansV/,
associé a la valeur proppe Montrons qudV est stable par I'action d€. Soitz € W. On ap(z) = Az,
doup(g-z) = g-p(x) = g- Az = \g - z (cette derniére égalité résultant du fait que I'action est
linéaire). Ainsi,g - € W comme voulu. Comm#&” est irréductible etV # {0}, on aV = W, et donc
p = Aid. O

1.3 Caracteére

Définition 5 (Caractéere) Si V' est une représentation d’'un grougeon appellecaractérede V' I'appli-
cationyy définie par :
xv : G — C
g +— tr(g)
en identifianty € G a la matrice associéeg@dansV’ .

On peut remarquer quey (g) ne dépend que de la classe de conjugaisan @@ effet, par propriété
de latracexy (hgh™!) = xv(g).

En outre, siV; et Vs sont deux représentations deon axv,gv, = Xv, + Xv,, car la matrice de
dansV; @ V5 est composée de deux blocs qui sont les matricesddmsl; et dansls.

Si ¢, v sont deux applications d& dansC, on définit le produit scalaire

(6,) = ﬁ S 6l9)ulg).

geG

Théoréme 6. La famille (xy ), ou V parcourt I'ensemble des classes d’'isomorphismes des représenta-
tions irréductibles de~, forme une base orthonormée de I'espace des fonctibrs C constantes sur
chaque classe de conjugaison.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme ici.

On peut associer a un groupe sa table des caractéres, qui est un tableau dans lequel on note la valeur
du caractére pour chaque classe de conjugaisehetgour chaque représentation irréductible. Voici par
exemple la table des caractéresdig G, G3 etSy :

S, | identité
| id 1




S, | identité | transposition

id 1 1
€ 1 —1
GS3 | identité | transpositions trois-cycles
id 1 1 1
A 2 0 -1
€ 1 -1 1
Gy identité | transpositions doubles transp| trois-cycles| quatre-cycles
id 1 1 1 1 1
A 2 0 2 —1 0
3 1 -1 0 -1
e 3 -1 -1 0 1
€ 1 -1 1 1 —1

Dans ces tablegd est la représentation triviale,la représentation de dimensiamui correspond au
morphisme signature/) (resp.€>) est la représentation de dimensib(resp.3) obtenue en prolongeant
aC? (resp.C?) I'action de&; (resp.&,) sur les sommets numérotés d'un triangle équilatéral (resp. d’un
tétraédre régulier) centré en l'origine. Enfiy®e(g)(z) = e(g)-(g)(2).

On verra par la suite des méthodes pour remplir ces tables dans le cas des groupes syr@gtriques
De maniere générale, la premiére colonne, qui correspond au neutre du groupe, donne la dimension des
représentations irréductiblegi (e¢) = dim(V")). En effet, la matrice de dans la représentatidn est la
matrice identité, dont la trace est biém (V).

Corollaire 6.1. Le nombre de représentations irréductibles d’un grogpest égal au nombre de classes
de conjugaisons de ce groupe. (En particulier, les tables des caractéres sont carrées.)

2 Groupes symétriques, diagrammes de Young

Définition 7 (diagramme de Young)On appellediagramme de Youngne suite décroissante d’entiers
presque nulle. S{)\;);>1 est un diagramme de Young, on le représente par un tableau digirie
colonne a\; cases. Par exemple, le diagramme de Yoling, 2,2, 0,0, ...) est représenté par

On dit que()\;);>1 est un diagramme de Youngrécases 5E¢>1 A; = n (cette somme est en fait finie).

A une permutationr € &,, on associe le diagramme de Young:&ases dont les longueurs des
colonnes sont égales aux longueurs des cycles.dear exemple, a une transposition, on associe le
diagramme de Young suivant :




Alors deux permutations d&,, sont dans la méme classe de conjugaison si et seulement si elles
ont le méme diagramme de Young. Il y a donc une bijection entre les classes de conjugaispretde
I'ensemble des diagrammes de Young aases. D'aprées le corollaire 6.1, le nombre de représentations
irréductibles de5,, est également égal au nombre de diagrammes de Yourgases.

On peut construire une bijection entre les représentations irréductibigs @¢ les diagrammes de
Young an cases. Nous ne donnons pas la construction ici, nous nous contenterons de donner des pro-
priétés de cette bijection et quelques exemples. Ainsi, la représentation irrédidstitiies qui est une
représentation de dimensiadnest toujours représentée par le diagramme de Young a une colomne de
cases (n,0,0...) ou plus simplementn). La représentatiosignature également de dimensidn est
représentée par le diagramme de Young a une ligneadeses (1,1,...,1,0,0,...) ou plus simplement
(1,1,...,1).

On représente désormais les classes de conjugaison et les représentations irréductibles par leurs dia-
grammes de Young associés, ce qui va nous permettre de remplir les tables de caractere a 'aide d’opé-
rations sur les diagrammes de Young. Tout d'abord, on peut constater que la ligne correspondant a la
représentation identité ) ne contient que dek La ligne correspondant & la représentation signature
ou(l,1,...,1) contient la signature des permutations de la classe de conjugaison. La colonne correspon-
dant a la permutation identitd, 1, ..., 1) contient la dimension de la représentation. (Voir les exemples
page 4.) Nous allons présenter une méthode permettant de remplir chaque case de la table.

Définition 8 (ruban) Soit A un diagramme de Young. Umbande X est une suite de cases Méelle que
— le diagramme obtenu en retirant le rubamdsit encore un diagramme de Young,
— on passe de chaque case du ruban a la suivante, soit en se déplacant d'une case vers le bas, soit en
se déplagant d'une case vers le droite,
— si une case appartient au ruban, toutes les cases situées au dessus y appartiennent aussi.
Exemples :

En revanche, les figures qui suivent ne représentent pas des rubans :

Définition 9 (coin). Un ruban al case est appelgbin du diagramme de Young.

SoitA = (A1, ..., A,) le diagramme de Young associé & une classe de conjugaisép,de ;. celui
associé a une représentation irréductible. On cherche a remplir Id)casede la table des caracteéres.
Pour cela, on cherche toutes les suites possiples:!, . .., u?) de diagrammes de Young, @ = u
et pour touti, ;' est obtenu & partir de'—! en retirant un ruban dg; cases (on a? = (0)). A chacune
de ces suites, on associe1)? ol d est le nombre de fois ol I'on est allé vers la droite pour construire



les rubans. L'élément de la cale 1) de la table des caractéres est le nombre obtenu en additionnant les
termes associés a chaque suite. S'il n'existe aucune suite possible, alors I'élément de latable est

Pour plus de clarté, nous présentons deux exemples de cette méthode. Plagons-n@its dans
considérons la représentation irréductiple= (3,1, 1) et la classe de conjugaison= (2,2,1). lly a
deux maniéres de construire des suites u*, 2, 1?) :

-
- Ao Ao
—_ > —_— _— ] ]

| ] Al AL | A3l A1

10 IS 1 I

On va une fois vers la droite pour le ruban de longueyrO fois pour celui de taille\s, 0 fois pour
celui de taille)\s, doncd = 1 et on associe-1 a cette suite.

— A E)\1E AL
[ ] [TT1] A2 | Aat Ao |

1O IS 1 1

On va 0 fois vers la droite pour;, une fois pour\y, 0 fois pourA; doncd = 1 et on associe-1 a
cette suite.

On en deduit que ,(A\) = —2.

Toujours dansSs, considérons maintenant la classe de conjugaisen (4, 1) et la représentation
u=(2,2,1). Cette fois, il "’y a qu'une seule fagon de construire une uiteu!, 1?) :

____________

10 IS s

Pour), on va deux fois vers la droite, et O fois pou, donc le nombre associé a cette suitg(est)? =
1. Doncy,(A) = 1.

Soulignons le fait que, dans cette méthode, il n’est pas nécessaire d'enlever les rubans dans I'ordre
A1, A2, ..., Ap. Il suffit en fait de se fixer un ordre au départ, et la méthode donnera le méme résultat.

3 Restrictions, représentations induites

Définition 10 (restriction) Soit(V,r) une représentation de, et 7 un sous-groupe dé. Alors (V,r|,, )
définit une représentation dé surV, appeléeestrictionde (V, r). On la noterd/|,,.

Définition 11 (produit tensoriel) SoientV; et V, deux espaces vectoriels (de dimension finie). Soit
(x:)1<ign UNE base d&; et (y;)1<j<m Une base d&;.
— On note formellement; ® y; le produit tensorielde x; pary;, puis pourz € Vi ety € V5
guelconques, on définit® y par bilinéarité.
— On appellgroduit tensorielde V; parV; I'espace vectoriel; @ V, de baséx; ® y;)1<i j<n- ON
adim(V; ® V) = dim(V;) dim(V%).



— On définit de méme le produit tensoriel ggecteurs et d@ espaces vectoriels.

Définition 12 (représentation induite)Soit G un groupe etd un sous-groupe dé&'. Soit (W, -) une

représentation dé/. On considére I'ensemble des classes & gauché,de; H, g2 H, . .., g, H}, avec
g1 = e, etk = % On posel = W @ C*. Soitv = w ® ¢; etg € G. Soitg;H la classe dgyg; : g
s'écrit de maniére unique sous la forme= g;hg; ' oUh € H, eton posg - (w @ ¢;) = (h-w) @ e;.
Par linéarité, on définit ainsi une représentatiorGisur V. Elle est appeléesprésentation induitgar

(W,r) sur@. On la noterdndg (W), ouInd(W) quand le groupe est clairement sous-entendu.

La restriction et I'induite d’une représentation irréductible ne le sont en général pas.

Soit(,) le produit scalaire défini sut“ dans la section 1.3, page 4.

Proposition 13. SoientG un groupe eff un sous-groupe d€'. Soientl une représentation d€ et W
une représentation d&. Alors (XVlH s Xw) = (XVs Xinde (W))-

Démonstration.Par définition,

1 -
(Xvi,xw) = EZXW(h)Xv‘H(h)
heH
1
(XV;XIndg(W)) = @ZXIndG(W)(g)XV(g)'
geG

On notegtH = H,g2H, ..., g H les classes a gauche @& dansG (aveck = %). Soitg € G.
Considérons la matrice dedans la représentatidnd(7V), dans une base adaptée a la décomposition
W1 @ --- @ Wy. D'apres la définition dénd(17), cette matrice est composée klex k blocs de taille

|H| x |H|, tels que le blods, j) est égal a la matrice cy;‘lggi dansWV si gj_lggi € H, 0 sinon. Pour
chaquei, il existe un unique tel queg;lggi € H, et donc un unique blo@, j) non nul. Pour le calcul

de la trace, seuls les blocs diagonaux interviennent. On en déduit que

Xmaw)(9) = > xwlg '99:)-
itqgeg;iHg; '

Onaxv(g) = xv(g; '9g:), ce qui permet d'écrire

> Xmaw) (9)xv (9) o> xwle tag)xv(ei g9

geG 9€G jtqgeg; Hg, "

k e —
= Z Z xw(g; "99:)xv (g7 ' 99:)

=l geg;Hg; "

k
= Z Z xw (h)xv (h)

i=1 heH

= kY xw(h)xv(h).

heH




De plusvh € H, xv(h) = xv;,, (h). Finalement

1
(XVaXIndG(W)) = @ZXIndG(W)(g)XV(g)
geG

— % S xwh)xv,, ()
heH

- ﬁ S xw (v (B)
heH

= (XV\H7XW>
O

Soitn > 2. On peut voirS,,_; comme le sous-groupe @, qui laisse le dernier élément invariant.
On peut alors appliquer a ces deux groupes les définitions précédentes.
Dans ce cas patrticulier, on a les deux propositions suivantes :

Proposition 14. SoitV une représentation irréductible @&, et le diagramme de Young associé. Alors
la restriction deV a 6,,_; estla somme des représentations irréductible&ge; dont les diagrammes
de Young sont obtenus a partir deen enlevant un coin.

Proposition 15. SoitTW une représentation irréductible d&,,_; et \ le diagramme de Young associé.
Alors la représentation induite d& a &,, est la somme des représentations irréductibleSdealont les
diagrammes de Young sont obtenus a partitdm ajoutant un coin.

Nous ne démontrerons pas ces propositions ici, mais simplement qu’elles sont équivalentes.

Démonstration.La proposition 15 découle de la proposition 14 et de la proposition 13. Rappelons que,
d'aprés le théoréme 6, la famillgy, V repr. irr. deS,,) est orthonormée poyr, ). Ainsi, pour détermi-

ner la décomposition en représentations irréductiblek.d@1), il suffit de faire le produit scalaire de
Xind(w) @vec lesyy, V représentation irréductible @,. Or (xmaw), xv) = (XW’XVsn ) ). Comme

W estirréductible, et d’apres la proposition 14y, XVio ) est égal d si W est obtenu & partir de&
Sn—1

en enlevant un coir)) sinon. DonAxma(w), xv) €st égal d si V' est obtenu a partir dé” en ajoutant
un coin,0 sinon. Ce qui conclut. On montre exactement de la méme fagon que la proposition 15 implique
la proposition 14. O

Deuxiéme partie
Correspondance bosons-fermions et hiérarchie
de Kadomtsev—Petviashuvili

4 Correspondance bosons-fermions

4.1 Bosons

On appelleespace bosoniquespace des séries formelles a une infinité de variaBles , p, . . .]].



Définition 16 (Algébre d’'un groupe) Soit G un groupe. SoiCG I'espace des combinaisons linéaires
complexes (finies) formelles des élément&déd.e produit surG induit un produit suCG, par la relation

2 9ec 499 X Dopeqbrh = 3, hec agbn(gh). Par constructionCG est uneC-algebre, appelé€-
algébre du groupé&;.

Définition 17. On notep I'application linéairep : C&y — Clpy, . . ., pn] définie de la maniére suivante :
sio € & ases cycles de longueurs, ks, . . ., kq, alorsp(o) = pi,pr, - - - pr,- Onadone(} aso) =
> aop(o).

Définition 18 (Polyndmes homogenesPn dit qu’'un polyndme d€|[p, p2, . . .] esthomogeéne de degré
n, Si c'est une combinaison linéaire dg&) pouro € &,. On noteC,[p,...,p,] 'ensemble des
polynémes homogenes de degré

Définition 19 (Polynémes de Schur).espolynémes de Schgontindexés par les diagrammes de Young.
Si A estun diagramme de Youngixases, qu’on identifie a la représentatiorgggassociée, le polyndme
de Schur indexé par est

sy = % > xalo)p(o).

‘oe6,

Remarquons que le polyndmg est homogéne de degrd.

Les premiers polynédmes de Schur sont

1 1
s0 =1, 51 =p1 so = =(p7 + p2), §3 = E(P? + 3p1p2 + 2p3),

2
1 2 1 3 1 3
S1,1 = 5(1’1 —P2), S21 = g(]% —Ps), S1,1,1 = é(pl — 3p1p2 + 2p3)~
Les polyndmes de Schur forment une « base £y, po, . . .]], dans le sens ou toute série formelle
deC|[p1, pe, - - .]] peut s’écrire de maniére uniqgue comme combinaison linéaire infiniexdes

4.2 Fermions
SoitV = C[z7!][[z]] 'espace des séries de Laurent formelles a une inconnue.

Définition 20 (produit extérieur) SoientV’ un espace vectoriel et;,...,z, € V. On appelleproduit
extérieurdexy, xo,...,z, 'élémentdeV @ V@ - @V

Ty N2 N Nxg = Z E(U)xg(l) QTy2) & O Ty(q)-
ceS,

Par exemple, pouf = 2,21 Azo = 21 ® T9 — 22 Q x7.

On constate immédiatement que ce produit est antisymétrique. Plus généralement, on peut définir
formellement le produit extérieur semi-infini, nat¢ A 25 A - - -, & qui on impose les mémes propriétés
celles que posséde que le produit extérieur fini.

Définition 21 (puissance extérieure semi-infinie)a puissance extérieure semi-infirdaun espacé/,
notée/\ 2z V, estI'espace des combinaisons linéaires infinies de termes de la forme

'UA:zklAsz/\zk3/\'-~

ouk; = \; — i, et ouA = (\;);>1 est un diagramme de Young.

10



On appellesspace fermioniquiéespaceA = /\% V.

Les deux espaces introduits précédemment ont comme point commun d’avoir une indsesée
par les diagrammes de Young. On établit une correspondance entre les deux espaces qui trgneforme
U

4.3 Opérateurs
4.3.1 Opérateurs surA

Si A est un opérateur s, on définit 'opérateurd sur A de la maniére suivante : si la matrice de
a tous ses éléments diagonaux nuls, on pose

AR A2 Ay = AR AR AL A
+ 2P ANAGER AR A
+ ZPAZRAAGR) A
+

LorsqueA est diagonal, c’est-a-dire si pour tdutil existeay, tel queA(z*) = a;2", la somme dans
définition précédente peut diverger. Aussi, dans ce cas, I'actichdist étre régularisée, et on pose

AP AR p ) = (Z(aki a_i)> AL

=1
Ceci est une somme finie, cey = \; — i = —i pouri assez grand. Pour un opérateliguelconque,
on I'écrit comme somme de sa partie diagonale et du reste, et on en déduit I'opérgt@usomme des
deux expressions précédentes.
Voici quelques exemples d'opérateutsappliqués &1 = 22 Az L Az 3 Az 4 A -

~

> L(vs1) = (C2(1—1))vs1=0
2 2’8//?32(’0371) = ((2+1)+(—1+2))U371 24’0371
> Z(vg1) = 22Az7tAz3A

+ 22NNz
422 ANz 2 274N
+04+0+ ---

= Vg1 +tv32+v311

>  0/0z(v31) = 22'AzTiAzZT3IAL
—ZYAZT2AZTIA -
= 2u91 — U3

De maniére généralé(vy) = 0, z/a\mz(m) = |Alux oU || est le nombre de cases deetz(vy) =
> vy oules) sont les diagrammes de Young obtenus a partix da ajoutant une case.

1Leurs éléments s’écrivent formellement comme combinaisons linéaires infinies des éléments de la « base »

11



4.3.2 Correspondance

A un opérateur su¥’, on associe, comme ci-dessus, un opérateut samquel on associe un opérateur

sur C[[p1, p2, - - .]] de maniére & conserver la correspondamce— s,. On obtient la correspondance
suivante :
Opérateur su¥’ | Opérateur Su€[[p1, ps, - - .J]
2" Pm
- 0
z m ap"L
1 0

Dans ce tableay,,, représente I'opérateur de multiplication pgy.

Montrons quez™™ « m%. Il s’agit d’établir que pour\ diagramme de Young, &i/;"w =
> U a|0r8m%8,\ = >, ausyu, ol ces sommes sont prises gudiagramme de Young. Tout
d’abord, montrons que/Jn(vA) = >, (=1)% vy ol la somme est prise sif dans I'ensemble des

diagrammes de Young obtenus en retirantden ruban an cases, etl), est le nombre de fois ou I'on
est allé d’'une case vers la droite pour parcourir le ruban.sSi()\;);>1, on a
z7m(vy) = 2MTITM AT AT AL
+ Z>\1—1 /\ ZA2—2—7n /\ Z)\3—3 /\ .
+

Considérons un terme’ —1 A ... A 27 A A= (D AL dans lequel; — i — m n'est égal &

aucun des\, — k, k # i (sinon, ce terme est nul). On va permuter le facteuhgr i — m avec l'un

de ses voisins jusqu’a ce qu'il soit bien placé dans l'ordre décroissant. A chaque permutation, on a un
changement de signe par anti-symétrie. Pour plus de simplicité, on se contente de montrer sur un exemple
que cette suite d'opération fait bien apparaitre un rubancases, et que le nombre de changements de
signe est égal au nombre de fois ou I'on va vers la droite :

Ces schémas correspondent a la suite de produits extérieurs suivants :
2871 A 257276 A 2473 A 2274 A 2,175 A 2176 A 277 Ao
= BTN BTEABTITIAZT AT ATOA A
— 2,871 /\2372 A 2173 A 217470 /\2175 A 2176 A 2,77 A---
=28 LA 2N B AT AN O AT A

Ci-dessus, les exposants sont écrits sous la forme ¢, et le nombre en gras correspond aux cases du
ruban restant a répartir. D’une étape a l'autre, deux termes sont échangés, d’ou I'alternance des signes.
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Il nous reste donc & établir que;Z—(sx) = 3, (—1)" sy Onrappelle quex = & 3, s xA(0)p(0)
oun = |A|. Lorsqu’on dérive ce terme par rappor,a, Sic n‘admet pas de cycle de longueur alors le
terme correspondant est nul d’aprés la définitiop@eg (voir 17). Donc seules les permutations ayant un
cycle de longueum interviennent dans la somme. Pour dénombrer celles-ci, il faut commencer par choi-
sir lesm éléments composant ce cycle, ce qui const{%&% possibilités. Puis, il faut ordonner ces
éléments, ce qui constitue! possibilités. Mais on a ainsi compté fois le méme cycle car on peut choi-

sir n'importe quel élément du cycle pour étre le premier. Finalement, i m' m! = L — (”ﬁ
maniéres de choisir un cycle de éléments pour une permutation deéléments. Le reste de Ia per-

1 n!

mutation est induit pa6&,, ,,,. On en dedur{%a = Wi ZUEG” X (o o m-cycle)p(o) et

donc
0 1

(n —m)!

Z X (o o m-cycle)p(o).

0€G—m

Il reste a évaluex (o o m-cycle). Pour cela, on fait appel a la méthode exposée page 6. On I'applique
partiellement pour reliex (o o m-cycle) a x (o). Plus précisément, si I'on commence par retirer un
ruban den cases, qui correspond awcycle, au diagramme de Yourlg on obtient un diagramm¥, et

on se raméne a appliquer la méthodé ato. On obtient ainsi la relation de récurrenggcom-cycle) =

Z)\,(—l)d/\/)()\/(a'). D'ou

sy = ST S () (o)p(o)

apm ' 0€S_m N
1
= Z(—l)d*’i > xn(o)p(o)
A (n o m)' €S, _m
= D (~)*sy
2\

ce qui conclut. La correspondangg < 2™, quoique un peu plus difficile a établir, s’obtient de maniere
analogue. On montre qu’elle revient a la somme des diagrammes de Young obtenus en ajoutant un ruban
am cases au diagramme de départ.

4.3.3 Opérateur cut-and-join

Définition 22 (Opérateur cut-and-join)On appelleopérateur cut-and-joitiopérateur suC[[p1, p2, - - .]]

= 0 0?
M=) ((ZJrj)sz;a + jPit; 33]))
J

7,j=1

Proposition 23. Soit M 'opérateur cut-and-joing une permutation d& y et7 la somme des transpo-
sitions deG . Alors
Mp(o) = p(To).

Démonstration.Tout d’abord, si- est une permutation etla transposition qui transformieen|, alors
To est obtenue a partir dede la maniére suivante : iet/ sont dans le méme cycle dela permutation
7o ales mémes cycles que sauf celui dée: etl qui est coupé en deux, mettanet! dans deux cycles
différents. Sik etl ne sont pas dans le méme cycleaJalorsTo a les mémes cycles que sauf ceux
dek etl qui sont réunis en un seul cycle. Dofie est la somme des permutations obtenues a partit de
soit en coupant un cycle en deux, soit en joignant deux cycles.
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Etudions maintenant I'action d& surp(o). Fixons deux entierset j. Sio an cycles de longueur
etm cycles de longueuy, alorsp(o) s'écritap;'p]*, eton a

%

| 9? . 1 om—
iji+jwp(0):wmn(api+jp? 1p}n 1)~
? J

On aOLpi_;,_jp?'_lp;n'_l = p(c’) ol ¢’ ales mémes cycles que sauf un cycle de longueuret un de
longueur; qui sont réunis. Montrons qu’il y amij telles permutations : il s’agit de choisir 'un des
cycles de longueur, puis I'un desm cycles de longueuy, et enfin, un élément dans chaque cycle. Donc
1jpitj #;pjp(o) est égal a la somme des permutations obtenues a pawdiretigoignant un cycle de
longueur; et un cycle de longueyr. Maintenant, si- est le nombre de cycles de longuéur j deo, on
écritp(o) = ap;, ;, etona

(i + )iy 5 (o) = (i + pimspis)-
Pi+j

De méme que précédemment, il s’agit de montrer que le nombre de permutations obtenues acpartir de
en coupant un cycle de longueur j en deux cycles de longueurst j estr(i + j). On commence par
choisir I'un desr cycles de longueur + j. Puis il suffit de choisir I'un deg + j éléments du cycle, a
partir duquel débutera le cycle de longueéula position du cycle de longueyrétant alors déterminée.
FinalementMp(c) est bien la somme dego’) avecs’ obtenu en coupant un cycle deen deux, ou
bien en joignant deux cycles de Ceci justifie d’ailleurs le nom de « cut-ant-join ». O

On peut résumer cette proposition sur le diagramme suivant :

Z a;0; s Z aip(o;)

iT lM
S bio; —— S bip(o)

Proposition 24. Less, sont vecteurs propres de, associé€s aux valeurs propres

;gl(&_wg)l(_ﬁg)g

Démonstration.Tout d’abord, on peut constater queliest un polyndme homogéne de degréV/ P
est encore un polyndbme homogéne de degrdinsi, M induit un opérateur d&€,,[ps,...,p,] dans
Cnlp1,- - - ,pn]. Lapplication linéairep : v — p(y) est surjective, mais non injective. En revanche, si
on la restreint au cent8(C&,,), elle reste surjective et devient injective. En effé(C&,,) est la sous-
algebre deCS,, engendree par I€s., ., o, ouC) désigne la classe de conjugaison de diagramme de
Young A. Commep(o) ne dépend que de la classe de conjugaison,de élément d&C,, [py, ..., py]
peut s'écrire sous la form;, | _,, cap(A). Alorsz = - e D occ, o Verifiep(z) = 3 5 2, eap(A).
En outre, lesp(\) pour A diagramme de Young & cases forment une base @g[p1,...,ps], donc
dim Z(C6&,,) = dim C,,[p1, . - -, Pnl-

Siz € Z(C&,,), alorsTz € Z(C&,,). Ainsi, le diagramme suivant commute :

lT l]\l

Z(C6n> *;)CnLPIa-“ypn}
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Si z est un élément d€G,, et A une représentation irréductible @,, on peut associer asa matrice
dans la représentation. Si, en outtes Z(CG&,,), alorsz commute avec tous les éléments@e,,, ce
qui signifie que I'action de définit une application linéaire surqui respecte I'action d&,,. D'apres le
lemme de Schur, page 4, la matricexdest une homothétie. On nofeg()\) le facteur de cette homothétie.

Soitu, défini par
dim A —
Uy = n' ZX)\(U)O'.

Commey (o) ne dépend que de la classe de conjugaisom,dg € Z(C&,,). D'aprés le théoréme 6,
lesuy forment une base dé(CG&,,). Calculonsf,, (x). Pour cela, on calcule la trace de la matrice:gde
dansy :

= sip # A try(uy) = 923 xa(0)xu(o) = 0. En effet, on reconnait le produit scalaire défini

dans la section 1.3, pour lequel la famifle, ) est orthonormée.

— sip= A tra(uy) = % Yoo xa(0)xa(o) = dim A, d'ou f,,, (A) = 1.
On en déduit que pour toute Z(CS,,), zuy = f.(N)ux. En particulierTuy = fr(\)uy. Donc lesuy
sont vecteurs propres pour la multiplication ffar

Par ailleursp(uy) = 422 5™+, (0)p(o) = dim s, cary, (o) estréel dans le cas @&,. Donc les

1
" 1

s sont vecteurs propres dé, associés aux valeurs proprgs()). On admet queir(\) = 5 > [(A —
i+ 37— (it 2.

5 Hiérarchie de Kadomtsev—Petviashvili (KP)

Définition 25 (Elément décomposable$oit~ un élément dé\.. On dit quer estdécomposablg'il existe

des éléments, s, ... deV de laformep; = 2~ + Z;’i_iH a; ;27 ettelsquer = @1 Apa A-- -, 0Ol

ce produit extérieur semi-infini a un sens dans la mesure ou I'on développe en choisissant pour tous les
termes, sauf un nombre fini, le termg’. Dans ce cas, on peut montrer que le coefficient obtenu devant
chaquev, est une somme finie (ayant presque tous les termes nuls) de produits finis (ayant presque tous
les facteurs égaux B, voir plus bas pour une expression explicite de ces coefficients.

On peut écrire leg; sous forme d’'une matrice de taille infinie :

274 278 272 271 20 21
®1 cee 0 O 0 1 al,O a171
w2 |- 0 0 1 az,-1 Q20 G2
w3 |-+ 0 1 a3_2 a3z_1 azp asz;

Si on décompose sur la base des,, en écrivantr = >, cyva, On peut exprimer les coefficients
cx & l'aide des mineurs de cette matrice. Paue= (A1,...,A,,0,...), cx = det ((aix,—j)ij>1) =
det ((as,x,—j)1<ij<p), la deuxiéme égalité résultant du fait que I'on choisisse toujours téagonaux
sauf pourp d’entre eux dans le développement. Par exemple= 1, ¢c; = @10, 2 = a1,1, C1,1 =
a1,002,—1 — G20, C2,1 = A1,102 —1 — @21 et02,2 = a2,0a1,1 — @1,002,1-

Un élément d€|[[p1, p2, . . .]] sera dit décomposable siI'élément associé par la correspondance boson-
fermion l'est.

Définition 26 (Hiérarchie KP) Soit H € C[[p1, p2, . . .]] sans terme constant. On dit gieestsolution
de la hiérarchie KPsi T = e/ est décomposable.
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Remarquele fait que H soit décomposable s’exprime par I'intermédiaire d’une infinité d’équations re-
liant lesc, apparaissant dans le développement deomme par exempl& 2co — c2,1¢1 + ¢1,1¢2 = 0.

Ces conditions sont équivalenteis la correspondance boson-fermion a une famille d’équations diffé-
rentielles portant sul exprimé comme série formelle en lgs La premiére d’entre elles est

O°H _ 9°H 1 (9°H\® 10'H
opy  Opsopr 2\ Op 12 opi
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Troisieme partie
La série de Hurwitz

6 Revétements

Définition 27 (Revétement) Soit X un espace topologique séparé et connexe par arcs. On agyéle
tementde X la donnée d’'un espace topologigieet d’une application continug¢ : Y — X vérifiant
Vr € X, il existe un voisinage ouveft de x et un ensemblé’ discret tels que le diagramme suivant
commute :

Y U)—/——=UxF

f\U/m

avec pr la premiére projection.

Exemple :Soit X le cercle unité dans le plan complexé,= R. Un revétement d& est « I'hélice »,
avecf : 0 — e,

(D

Un autre revétement du cercle setiit— X, z — 22 (qui revient a parcourir le cercle deux fois).

Proposition 28. Le cardinal def’ est constant. Si ce cardinal est fini et égal,éon dit que(Y, f) est un
revétement a feuillets.

Théoréme 29(Relévement) Soitf : Y — X un revétement et : [0, 1] — X une application continue.
Alors il existeh : [0, 1] — Y relevantg, c’est-a-dire telle que le diagramme suivant commute :

/ )
[0,1] — X

Si, de plus, on fixe un antécédent gl®) par f, alors h telle queh(0) soit égal & cet antécédent est
unique.
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Définition 30 (Isomorphisme de revétementsJoit X un espace topologique, ¢t : Y7 — X, f5 :
Y, — X deux revétements d&. On dit quey : Y7 — Y5 est unisomorphisme de revétemesise
diagramme suivant commute :

YI*N>Y2

]
A\ /;
X

SoitS? la sphére de dimensidh que I'on verra par la suite topologiquement comme le plan complexe
C auquel on a ajouté un point a l'infinb.

Définition 31 (Revétement ramifié de la spher&n appellerevétement ramifié de la sphére revéte-
ment deS? privée d’'un nombre fini de points. Ces points sont appetésts de ramification

Définition 32 (Surface connexe de gerny Nous ne donnons pas de définition rigoureuse de ce qu’est
unesurface connexe de gengel'idée est que c’est une surface connexgxetrous », formée du « recol-

lement » degy tores. Par exemple, une sphere est de gémtaun tore de genré. En outre, toute surface
connexe compacte, orientable, sans bord, peut étre construite de cette maniére (et donc on peut définir le
genre de toute telle surface), mais nous ne démontrerons pas ce résultat.

g=0 g=1 g=2

7 Nombres de Hurwitz et série de Hurwitz

Notion de monodromie Fixonsm + 1 points de la sphére;, zo, ..., 7,1, deux a deux distincts,
avecz,,+1 = oo. Fixons également un poigt distinct de tous les;;. Pour chaqug € {1,...,m},
considérons dans le plan complexe un lagede point base (ie une application continue dé, 1] dans
C telle quey = ~;(0) = ~,(1)) qui ne passe par aucun des et « entoure » uniquement, une fois,
dans le sens direct. La figure ci-dessous illustre ces choix :

La concaténation,, des lacetsy, ..., ~,, dans cet ordre est encore un lacet de point hage entoure
les pointsey, . . ., x,,. Vu sur la sphér&?, on peut également considérer gyg,; entoure uniquement
Tm+1 = oo Une fois dans le sens indirect.

Considérons a présent un revétement raniifié- S? a NV feuillets deS? dont les points de rami-
fication sont lesc;. Le pointy a N antécédents par le revétement, que I'on ngtey,, . .. yn. Fixons

18



j€A{l,...,m+ 1}. D'aprés le théoréme du relévement, pour chagu# existe un uniqué;; relevant

v; et tel queh;;(0) = y;; commey;(1) = y, h;;(1) est égal &y, ;) pour une certaine permutation

o; € 6. Si on modifie la numérotation des feuillets, la permutatigrest remplacée par une per-
mutation qui lui est conjuguée. Ainsi, la classe de conjugaisos;dee dépend que de;, et s’appelle

la monodromiede y; (ou abusivement de; car elle ne dépend pas de sous réserve qu'il satisfait a
certaines hypothéses simples). Rappelons qu’une classe de conjugaison (et donc en particulier la mono-
dromie) est entierement déterminée par la longueur des cycles.

Nombres et série de Hurwitz Nous allons dans la suite nous pencher sur le cas ou tous l@s<
j < m) ont pour monodromie une transposition, et la monodromig,gle; a pour longueurs de cycles
des entiers fixésy, ko, ..., ky.

Définition 33 (Nombre de Hurwitz) On conserve les notations précédentaslesz; et lesy;). Soient

k1, ks, ..., ky, des entiersi; > 1). Le nombre de Hurwitz,, 1.1, k..., €Stle nombre de revétements
ramifies connexes, dont les points de ramification sont:ledels quez,,: ait une monodromie de

cycles de longueurk;, ko, . . . , ky, et tels que les autras aient pour monodromie une transposition. On
compte le tout a isomorphisme prés, et chaque revétement avec un poids égal a I'inverse du nombre de
ses automorphismes.

RemarqueSi g est le genre d’'un revétement ramifié de la sphére, avec les mémes hypothéses que dans la
définition précédente, on peut montrer que= > k; + n + 2g — 2. Ainsi, connaissant lek; (et donc

n qui est leur nombre), la donnée deest équivalente a celle de Au lieu de définir les nombres de
Hurwitz am fixé, on aurait donc pu le faire @fixé, et c’est d'ailleurs ce qui se fait plus usuellement.

Par commodité pour la suite, on introduit également la définition suivante :

Définition 34. On conserve les notations de la définition 33. On rfq;,erl;kl,kz, k, le nombre de
revétements ramifieson nécessairement connexetont les points de ramification sont les, tels que

Tm+1 ait une monodromie de cycles de longuekrsks, . .., k,, et tels que les autres; aient pour
monodromie une transposition. On compte le tout & isomorphisme prés, et chaque revétement avec un
poids égal a I'inverse du nombre de ses automorphismes.

RemarqueOn peut montrer que les nombres 1.k, k... k.. etﬁn,,ﬂ;khk%__wkn ne dépendent ni des;,
ni desv;, pourvu qu'ils entourent correctement tes Ainsi, la notation est justifiée.

Fixonsm etky, ..., k,. A un revétement ramifié de la sphére endgsdont on a numeérote le¥y
feuillets (c’est-a-dire les antécédents du point haseS?), on associe comme précédemmentuunt-1)-
uplet(oy,...,om,+1) de permutations d& . Celles-ci vérifient en outre la relatien, ;1 = o,, -+ 01
qui provient dey,,+1 = 71 - - - ¥m. LOrsque le revétement vérifie les hypothéses de la définition 34, les
o; (1 < j < n)sontdes transpositions, alors gug; a pour longueur de cyclés, . . ., k,. On obtient
alors une application

Revétements ramifiés (T1y- oy Tm)
comme dans la définition 34y — 7; transposition . Q)
a feuillets numérotés Tm - -+ 71 de classéq, ..., k,

NotonsTy, ..., 'ensemble de droite. On admet que 'application (1) est une bijection. Par ailleurs, deux
éléments de I'ensemble de gauche, associés @ans ., respectivement awq-uplets(r,...,7,,)
et(r{,...,7),), sont isomorphes aprés oubli de la numérotation des feuillets si et seulement s'il existe

o € Gy telle quer, = or;0~! pour touti. Finalement, on peut montrer qu'un automorphisme d’'un
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élément de I'ensemble de gauche (qui ne conserve pas nécessairement la numérotation des feuillets)
correspond a une permutation qui commute avec tous; lda m-uplet image.
Cette bijection, ainsi que les propriétés que I'on vient de lister, permettent d'établir une expression

ey

1
Rt ik e = 3y Card(Zy, ...k, )- 2

En effet, si I'on fait agirS 5 sur7y, ..k, par conjugaison, les propriétés de la bijection admises précé-
demment impliquent

- 1
o = 2 Card(orbite de(r, ..., 7)) - Card(stab. A€y, ..., 7m))

ce qui permet de conclure en se rappelant que le cardinal d’'une orbite multiplié par le cardinal du stabili-
sateur est égal a celui du groupe, donc\di

Définition 35 (Série de Hurwitz) On appellesérie de Hurwitda série deQ[[5; p1, p2, - - .]] Suivante :
B Py - Pk,
H(ﬁ%l)l,P% .- ) = Z Z hm+1;k1’k2""’k”H1T'
m,nky,....kn
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Quatrieme partie
Théoreme

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 36. La série de HurwitZ{ est solution de la hiérarchie KP.
Commencons par prouver le lemme suivant :
Lemme 37. On ae!l = e#MePr ou M est 'opérateur cut-and-join (voir définition 22).

Démonstration.On montre que

__jii H1 -y ji: B™ Pry + Dk,
- | m+1?k1ak2 ----- kn | |
= d m! n!

m,nky,...

en remarquant que la serié dénombre les revétementg @omposantes connexes. On utilise a présent
I'égalité (2) qui donne, en separant la somme selon les valeus €&k + ko + - - - + ky,

ZZ N! m' Z Card(Zy, ...k, ) - w

kit-+kn=N

Rappelons que I'on a introduit un élémeénte CS  défini comme la somme des transpositions, ainsi
gue 'opérateup dans la définition 17, page 10. Ceux-ci vont nous étre utiles dans la suite de la preuve.
On a les écritures :

T = Z Tm Tl et P(Tm) = Z p(Tm te Tl)

T1ly--sTm T1ye-es T
transpositions tranSpOSlthnS

a partir desquels des raisonnements élémentaires de combinatoire (faisant intervenir le nokabre de
€gaux entre eux) donnent la formule

p(Tm) _ Z Card(lﬂch...,k") . Pky - Phn

n!
kit kn =N

ZZMW

Puis en utilisant les propriétés de I operateur cut-and-jom (voir proposition 23), on obtient :

ZZMW ZZ TR ZZMm, = e

qui est ce que I'on voulait. O

d’ou il résulte, en réinjectant

Démonstration du théoremé&ommencgons par établir que est solution de KP. En effet, on peut lui
associer la matrice suivante :

274 73 72 1 00
1|+ 0 0 0 1 1 4
@ |- 0 0 1 1 L &
pso 011 4 g

21



Ona

1 j —i L —i 2
S(%:Z(.Hz‘)!z]:z > 5iF =

i>—i >0

douT =@ Apa A--- =€z~ Ae*z~2 A---. On peut montrer que se réécrit®(vy) en développant
les deux expressions. Qr, < z dans la correspondance boson-fermionyet> sq = 1.

Montrons a présent que I'image pat™ d'un élément décomposable reste décomposable. Les poly-
némes de Schur, sont vecteurs propres dé associés aux valeurs propred [(A; — i+ 3)? — (=i +
%)2], d’apreés la proposition 24. On en déduit que les polynémes de Schur sont vecteurs preprés de
associés aux valeurs propres (61 S°[(A; —i+ 2)2 — (—i+ 1)?]). SiT est un élément décomposable,
de matrice

24 L3 m2 -1 00 ]
o1 | 0 0 0 1 a1,0 61,1
g | -+ 0 0 1 ag -1 G20 G21
o3|~ 0 1 az2 a3z -1 aszo as;

montrons que si 'on multiplie la colonng parez(+32)°4 et |a ligney; pare~2(~+2)°8, on obtient la
matrice de=®M 7. En effet, si I'on écritr = 3" cys,, On sait que:, est égal & un mineur de la matrice ;
apres avoir multiplié chaque colonne et chaque ligne par le coefficient qui convient, on aura multiplié
le coefficientc, par la valeur propre associéesg Finalement, cette nouvelle matrice sera bien celle
associée &’ 7. On peut vérifier immédiatement que ses coefficients « diagonaux %) sont bien des

1 et ses coefficients « sur-diagonaux » des'est-a-dire que’™ r est décomposable. O
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