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Activité 1
L’apprentissage

Le matin, les éléves recevaient un cours qui leur enseignait les principales
connaissances et les principaux réflexes & avoir pour traiter un exercice d’olym-
piade. Voici un résumé succint des paroles de leur professeur.

1 Géométrie
Homothéties

On a commencé par un rappel sur les homothéties : comme c’est une notion au programme,
on n’y revient pas ici. Donnons plutét un exercice.

Exercice 1. Deux cercles I', IV sont tangents en O. Soit M un point de I" et M’ un point de I"
tels que (OM) est perpendiculaire & (OM’). On note P le projeté orthogonal de O sur (M M').
Déterminer le lieu de P quand M décrit T'.

Solution de l’exercice 1. Commencons par plusieurs remarques importantes. Tout d’abord, il est
absolument nécessaire de commencer par faire une figure propre :

M/

1'\/

On constate alors qu’il peut y avoir différents cas de figure : cercles tangents extérieurement
ou intérieurement ; dans le cas des cercles extérieurs, il faudra distinguer r # ' et r =7/,

Par ailleurs, quand on demande un lieu, il y a une équivalence et donc deux sens & traiter.
Plus généralement, dans un probléme ou il s’agit d’établir une double implication, on a souvent
intérét & examiner s’il y a un sens plus facile avant de s’intéresser & la réciproque ; il arrive alors
que le sens direct serve pour la réciproque.

Supposons r # 7’. On considére I’homothétie de centre K qui envoie le cercle I' sur IV, Ainsi,
si Q (resp. €1') désigne le centre de I' (resp. I"), si 7 (resp. r’) son rayon et si k = - désigne le

SN N
rapport de '’homothétie, on a la relation KQ' = kK(), ce qui exprime le fait que K s’obtient
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comme barycentre de (2, k) et (€', —1). (On n’a pas besoin normalement de justifier la position
de K. L’existence de ’homothétie est supposée connue par le cours.)

M/

Les droites (OM) et (BM') sont paralléles et cela suffit a justifier que ’homothétie envoie
(OM) sur (BM'). On en déduit qu’elle envoie M sur M’. Ainsi les points K, M et M’ sont
alignés. Le triangle KOP est rectangle, donc le point P se situe donc sur le cercle de diamétre
[KO].

Cependant, tout le cercle n’est pas forcément atteint : dans le cas des cercles extérieurs, seule
la partie représentée en gras sur la figure suivante est obtenue comme il n’est pas trés difficile de
s’en convaincre :

Si les cercles sont tangents intérieurement, on obtient tout le cercle de diameétre [KO]. Enfin
dans le cas particulier des cercles tangents extérieurement de méme rayon, on obtient un segment
passant par O et perpendiculaire & I’axe des centres.

Propriétés (4 mémoriser) : I'image d’un cercle par une homthétie est un cercle; et récipro-
quement, étant donné deux cercles de rayon différent, il existe une homothétie (et méme deux!)
qui envoie I'un d’eux sur 'autre. Si les rayons sont égaux, I’lhomothétie de rapport positif devient
une translation. Le centre des homothéties s’obtient comme barycentre des centres des cercles
affectés de coefficients judicieux. Il s’obtient également comme point d’intersection des tangentes
communes quand elles existent?.

Le théoréme de Ménélaiis

Si on classe les théorémes selon leur importance dans les exercices, on mettra ce théoréme en
deuxiéme catégorie.

!Elles sont de rapport r'/r et —r'/r, ot et 7’ désignent les rayons respectifs des cercles.

2Ceci est une propriété visuelle agréable, mais contrairement a la caractérisation par les barycentres ce n’est pas
la propriété essentielle, ne serait-ce que parce qu’elle est inopérante quand il n’existe pas de tangente commune,
c’est-a-dire quand les cercles sont intérieurs 'un a l'autre.
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Théoréme 1.1 Soit ABC un triangle. On place P, Q et R des points respectifs des droites
(BC), (AC) et (AB). Les trois points sont alignés si et seulement si :

PC Q4 FE _,
RA

PB

Q[
SN

A

=

P B c

Les mesures algébriques comme PA sont simplement des distances avec un signe déterminé
selon une convention d’orientation choisie au départ sur la droite considérée ; plus précisément, si
U est un vecteur unitaire directeur de la droite (PQ), et si P—Cj =\, alors PQ = \. Toutefois,
si on ne s’intéresse qu’au sens direct, le théoréme reste vrai avec de simples distances.

On peut aussi briser un tabou encore plus fort en écrivant :

—_— = —
PB QC RA

PC QA RB
Bien str, on ne doit pas habituellement diviser les vecteurs. Cependant on constate ici que 'on
ne fait la division que de vecteurs colinéaires, et dans ce cas % est défini comme 'unique réel A
verifiant w = \v.

Démonstration. On fait les deux sens séparément bien entendu. On commence par supposer
que les points sont alignés et on doit montrer la formule.

On note hp 'homothétie de centre P de rapport le:g. Elle envoie B sur C. On définit de
maniére analogue les homothéties hg et hr : hg de centre @) envoie C sur A et hgr de centre R
envoie A sur B.

Notons h = hg o hp. Admettons temporairement que h est encore un homothétie de rapport
le produit des rapports de hp et hg et dont le centre est sur la droite reliant les centres de hp et
( PE.QC

PC QA
(PQ) et aussi sur la droite (AB) puisque la composée envoie B sur A). En utilisant a nouveau
RB
m7

hg. Ainsi h est une homothétie de rappor et de centre R (car le centre est sur la droite

que h envoie B sur A, on voit que son rapport est également donné par et ceci donne la

formule du théoréme.

Si ’on n’aime pas les homothéties, on peut également donner une démonstration utlisant le
théoréme de Thalés. Pour cela, on considére B’ projeté de B sur AC parallélement & la droite
(PQ). D’apreés le théoréeme de Thalés, on a

g
Q

PC . RB QB

_ = e _— = —

PB QB RA QA
et donc : L L L
RB _QC QB _QC
RA QB QA QA

70
PB

ce qui donne la relation voulue.
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Traitons & présent la réciproque. On part donc de trois points P, ), R vérifiant :
PC QA RB

PB QC RA

Comme souvent, on utilise le sens direct en introduisant un point auxiliaire. Ici, ce sera le
point R’ € (AB) tel que P, Q et R’ sont alignés. Le but est de montrer que R = R’. Il est certain
par le sens direct du théoréme de Ménélaiis que :

PC QA W _,
PB QC RA

En combinant cette propriété et I’hypothése, on en déduit que % = %. Et cela suffit pour

assurer R = R’ comme on le voulait?. O

Remarque. Ce type de raisonnement ot la réciproque se déduit du sens direct est assez intéressant :
le principe est d’introduire pour la réciproque un point auxiliaire auquel s’applique le sens direct
et de montrer qu’il est en fait confondu avec un point donné par I’énoncé. En tout cas, lorsque
I'on a un exercice dans lequel une équivalence intervient, il est souvent bon de passer quelques
minutes & détecter lequel des deux sens semble le plus facile. Il est ensuite judicieux de commencer
par celui-ci, et éventuellement de 'utiliser pour étudier la réciproque.

Démontrons & présent la propriété des homothéties utilisées dans la preuve de Ménélaiis. On
prend h (resp. h’) une homothétie de rapport k (resp. k') et de centre O (resp. O’). Si kk/ =1,
on laisse au lecteur le soin de démontrer que h o b’ est une translation; on suppose désormais
que kk' #1;

Soit M un point du plan. On cherche & situer M” = h/(h(M)). Soit M" = h(M). Tl est défini
par I’égalité vectorielle OM' = kOM et de méme M” est défini par O'M" = K'O’'M’. Les points
M tels que M"” = M sont alors ceux qui vérifient ’égalité vectorielle :

(kk' — 1)OM = (K — 1)00.

Ainsi il y a un unique point fixe. Notons-le ). L’égalité vectorielle précédente assure que 2 est
sur la droite (OO).
Maintenant, comme h et h’ sont des homothéties, on a (avec des notations évidentes) :

SN .
QP = kQP
— —
Q//P// — k/QIP/

- . —) % . .
et du fait que Q” = Omega, il reste QP” = kk'QP, ce qui assure que h o h’' est une homothétie
de centre Q et de rapport k&'

Théoréme de Céva

Théoréme 1.2 On se place dans la situation suivante :

A

38’en convaincre en exercice...
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Les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes (ou paralléles) si et seulement si :

PC QA RB

PB QC RA
Notez que le théoréme est également valable lorsque les points P, QQ et R sont situés en dehors
des cotés (mais toujours sur les droites correspondantes évidemment). D ailleurs, c¢’est le seul cas
ot l’on peut avoir parallélisme et non concourance.

Démonstration. Commencons comme toujours par le sens direct.

Nous ne traitons pas le cas « paralléle » qui est trés facile par le théoréme de Thalés. Pour
le cas de coucourance, on utilise la notion de barycentre. Comme tout point de plan, M s’écrit
comme barycentre de A, B et C affectés de coefficients judicieux que nous notons x, y et z.

Le point P s’écrit alors comme barycentre de (B, y) et (C, z). En effet, notons P’ le barycentre
des deux points pondérés précédents. Par propriété d’associativité des barycentre, M s’écrit
comme barycentre de (A4,z) et (P',y + z) et donc P’ est sur la droite (AM)._C)ommijl est

également sur la droite (BC'), on a nécessairement P = P’. On obtient alors yPB + zPC = 0

puis L
pPC oy
PB =
et les relations analogues pour les points @ et R : le théoréme de Céva s’en déduit.
Pour la réciproque, on exploite le sens direct comme dans le théoréme de Ménélats. U

A retenir : Si A, B et C sont des points non alignés, tout point de plan M s’écrit comme
barycentre de A, B et C affectés de coefficients judicieux que nous notons x, y et z. Ces derniers
réels sont définis & multiplication par un réel prés. Ils s’appellent les coordonnées barycentriques
de M relativement aux points A, B et C.

Remarque. Le théoréme de Céva permet de démontrer des propriétés classiques de concourance
dans les triangles. Evidemment pour les médianes. Cela marche aussi pour les hauteurs. Dans la
figure suivante :

A

B P C

on a: _
PB htany  tanvy

PC “htanf  tang’
et des formules analogues pour les autres rapports. Le théoréme de Céva permet alors de conclure.
On peut finalement raisonner de fagon analogue pour prouver la concourance des bissectrices.

Orthocentre, droite et cercle d’Euler
On part d’un triangle ABC'. Voici une suite d’affirmations & connaitre par coeur (premiére
catégorie) :
i Les trois médiatrices se coupent en un point O centre du cercle circonscrit.

1 Les trois hauteurs se coupent en H, orthocentre.
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i Les trois médianes se coupent en G, isobarycentre, ou encore centre de gravité.
. . — — — — —
= On a les relations vectorielles OH = OA+ OB + OC = 30G.

i J] existe un cercle (appelé cercle d’Euler) passant par les neuf points suivants :
— les milieux des cotés : A', B', C’
— les pieds des hauteurs : H,, Hy, H,
— les points I, J et K milieux respectifs de [AH|, [BH] et [CH]
Le rayon de ce cercle est R/2 ou R est le rayon du cercle circonscrit. Les points O, G,
H et Q (centre du cercle d’Euler) sont alignés (sur la droite d’Fuler) et plus précisément
— — —
OH = 30G = 201).

Démonstration. On n’insiste pas sur la concourance des trois médiatrices. On a déja vu une
démonstration pour la concourance de hauteurs par le théoréme de Céva; cela dit, il existe des
démonstrations plus géométriques. Par exemple, en complétant la figure comme dans le dessin
suivant :

les trois hauteurs deviennent les trois médiatrices du grand triangle, et donc leur concourance
résulte du point précédent.

—

Pour démontrer la relation vectorielle suivante, on introduit? le point K défini par OK =

OA+ OB+ OC. On a alors AK = OB + OC et puisque OBC est isocéle en O, il vient (AK)

perpendiculaire (BC). De méme, on démontre que (BK) est perpendiculaire a (AC) et (CK)

a (AB). On en déduit que K est situé sur les trois hauteurs et donc l'orthocentre du triangle.

(Notez que cette relation redémontre la concourance des hauteurs. On pouvait donc au final se
passer d'un bout de la discussion précédente.)

On considére & présent ’homothétie h de centre G et de rapport —1/2. Elle envoie A sur A',
B sur B’ et C sur C'. (Notez que cette homothétie est également celle qui envoie également le
grand triangle de tout & I’heure sur le petit.) L’'image par h du cercle circonscrit & ABC' a pour

centre () défini par :
—

1—
GQ = _iGO

et passe par les points A’, B’ et C’. Un calcul vectoriel facile a partir de la relation précédente
assure que §) est le milieu de [OH].

Il nous reste & montrer que le cercle d’Euler passe par les points H,, Hy, H. et I, J et K. Bien
entendu, il suffit de le faire pour H, et I, les autres cas se traitant de facon analogue. Dessinons®
une figure avec seulement les points intéressants pour raisonner plus facilement :

“Encore une meéthode de fausse position.
5Tl est souvent important de tracer plusieurs figures auxiliaires non surchargées pour pouvoir raisonner plus
facilement.
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A
I
Q 0
H
L
B H, A C

On a montré que AH = ZO—A; , d’o1 on déduit que le quadrilatére ITHA'O est un parallélo-
gramme. Ainsi QA" = QI et le point I est bien sur le cercle. On a méme mieux : le segment [A’I]
est un diamétre du cercle d’Euler. L’angle droit en H, assure alors que H, est également sur ce
cercle. Ceci clot la preuve. Il

Remarque. Si I'on a bien assimilé les propriétés des figures précédentes, on en déduit facilement
plusieurs nouvelles. Par exemple, 'homothétie de centre H et de rapport 2 envoie le cercle d’Fuler
sur le cercle circonscrit & ABC. On déduit de cela que les symétriques de H par rapport aux
cOtés sont sur ce cercle circonscrit.

Conditions de cocyclicité

1l s’agit d’une chose trés trés importante, clagssée en premiére catégorie, et peut-étre méme
encore avant si ¢a existait. On se place dans la configuration suivante :

C

by

Si I'angle BOC vaut 2, alors on a BAC = a et BDC =7 — .

Démonstration. Laissée au lecteur : il suffit de combiner les égalités d’angles dans les triangles
isocéles OBC, OCA, OAB. O

Pour énoncer la propriété précédente de facon plus agréable, il est utile de faire intervenir la
notion d’angle orienté® de droites. Précisément si D et D’ sont deux droites, on peut définir leur
angle noté (D, D’), ¢’est un des deux angles représentés sur la figure suivante :

SCependant, cette notion n’est pas clairement dans le « programme » des olympiades. Souvent, dans les exer-
cices, on rajoute des hypothéses pour ne garder qu’un seul cas de figure.
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D/

Cet angle est déterminé modulo 7 (de sorte que les deux angles précédents ont bien méme
mesure). On vérifie facilement que cette notion d’angles orientés vérifient les relations usuelles
de Chasles.

L’avantage de I'introduction de cette notion est qu’elle permet de reformuler (ou de donner des
conséquences) de la propriété précédente. Par exemple, si A décrit le cercle, la mesure de I'angle
orienté (AB, AC) est constante. Autrement dit, si les points B, C, M et N sont cocycliques
alors :

(MB,MC) = (NB,NC)

cette égalité ayant lieu modulo 7. Le second intérét de cette formulation plus simple est qu’elle
admet directement une réciproque : si I’égalité d’angles précédente est vérifiée, alors les points
sont cocycliques.

Nous laissons en exercice au lecteur le soin de prouver que la propriété précédente peut étre
utilisé pour montrer que les symétriques de I'orthocentre par rapport aux cotés sont sur le cercle
circonscrit.

Nous pouvons également utiliser ce qui précéde pour préciser la position du centre du cercle
inscrit. On rappelle que par définition c’est I'intersection’ des trois bissectrices intérieures d'un
triangle. Soit la configuration suivante :

A

C
T

Le point T est alors situé au milieu de 'arc BC. Cela implique en particulier TB = T'C' et donc
T appartient a la médiatrice de [BC|. Autrement dit, la bissectrice de A et la médiatrice de [BC]
s’intersectent sur le cercle circonscrit de ABC.

Remarque. Cette derniére formulation est plus difficile & prouver de fagon directe. En effet, il faut
alors retourner le probléme et adopter & nouveau une méthode de fausse position : on définit
T" comme l'intersection de la bissectrice et du cercle, et on prouve que ce point est aussi sur la
médiatrice comme on ’a fait précédemment.

1l y a une raison objective & cela. Dans le cas ot le triangle est isocéle, le point d’intersection
de la médiatrice et de la bissectrice n’est pas défini puisque ces deux droites sont confondues. Ce
cas d’exception semble suggérer que cette derniére intersection se comporte moins bien du point
de vue des propriétés et des manipulations que l'intersection de la bissectrice avec le cercle (qui
elle est toujours définie méme si le triangle est isocéle).

"Les trois bissectrices sont concourantes, car on peut définir la bissectrice de 'angle A comme Pensemble des
points équidistants des droites (AB) et (AC). On adapte alors la démonstration de la concourance des médiatrices.
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Toujours dans la configuration précédente, en notant I le centre du cercle inscrit, on montre
que T'BI est isocele en T'. Pour cela, on procéde a nouveau a une chasse aux angles : en notant
«, (B et v les angles du triangles ABC respectivement en A, B et C, on a BTI = BTA = et :

@:@+@:§+@:§+;

Comme la somme des angles du triangle BTI vaut m = o+ 8 + v, il vient que BIT = g + 5 et
on conclut que le triangle BT'I est bien isocéle.
Droite de Simson

C’est, comme le cercle d’Euler, un résultat de premiére importance. Certains des candidats
frangais aux Olympiades internationales ne le connaissaient pas, ce qui leur a valu de ramener
du Mexique plusieurs sombres zéros en géométrie.

Théoréme 1.3 Soient ABC un itriangle, M un point du plan et P, Q et R les projetés ortho-
gonauz de M sur les cotés [BC|, [CA] et [AB]. Alors les points P, Q et R sont alignés si et
seulement si M est sur le cercle circonscrit ¢ ABC.

Démonstration. Pour faire une démonstration rigoureuse qui ne s’embarrasse pas de tous les
cas de figure, on est amené & raisonner en termes d’angles orientés de droites.
Les points P, @, M et C sont cocycliques (sur le cercle de diameétre [MC]) et donc :

(PQ,PM) =(CQ,CM)=(CA,CM) (mod ).
En remplacant @ par R, on obtient une relation analogue® qui est :
(PQ,PR) = (BA,BM) (mod 7).
Ainsi, les points P, @ et R sont alignés si et seulement si :

(PQ,PM) = (PR,PM) (mod 7)
(CA,CM) = (BA,BM) (mod )

et cette derniére condition exprime la cocyclicité des points A, B, C et M. U
Voici une conséquence du théoréme précédent :

Théoréme 1.4 On se donne quatre droites A1, Ao, A3, Ay en position générale (i.e. deux non
paralléles, trois non concourantes). Alors les quatre cercles circonscrits tracés sur la figure sui-
vante :

8En se concentrant intensément, mais sans réfléchir... logiquement !
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passent par un méme point.

Pour démontrer cela, on peut effectuer une chasse aux angles, mais plus simplement on peut
utiliser le théoréme de Simson. Appelons I'; le cercle circonscrit aux triangles formé par les trois
droites Aj, j # i. Notons S le point d’intersection (qui n’est pas U'intersection de Az et de Ay)
de I'; et de I's. Alors les projetés de S sur les droites As, As, Ay d’une part et sur les droites Aq,
Az, Ay d’autre part sont alignés d’aprés le théoréme de Simson. Mais alors les quatre projetés
sur les droites sont alignés et démontre que S appartient aux deux autres cercles en utilisant la
réciproque du théoréme de Simson.

Similitudes

1l s’agit ici d’une premiére approche destinée a fournir une solution rapide de ’exercice 5
donné a Mérida. La notion de similitude est au programme de la spécialité mathématiques de la
terminale S : le lecteur sera invité & étudier avec soin cette partie du programme.

Dans le plan, la similitude (directe) de centre O, de rapport k et d’angle « est la transforma-

=
tion s qui & tout point M fait correspondre le point M’ tel que OM’' = kOM et OM,0OM’ = «
(modulo 27).
Si on note h I’homothétie de centre O et de rapport k et r la rotation de centre O et d’angle
a, on constate que s =roh =hor,

Supposons que la similitude s envoie A, sur A’ et B sur B’; les triangles OAB et OA’B’ sont
semblables; on en déuit qu’il existe une similitude s’ qui envoie A sur B et A’ sur B'.

Partons maintenant de quatre points distincts A, B, A’, B’. Pour éviter des cas particuliers,
supposons que les quatre droites (AB), (A'B’), (AA’) et (BB’) sont en position générale, ¢’est-
a-dire que deux quelconques d’entre elles ne sont pas paralléles, et que trois quelconques ne sont
pas concourantes.

On démontre alors qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(A4) = A’ et s(B) =
B’. Cette propriété sera démontrée en classe de terminale a I’aide des nombres complexes, et nous
I’admettrons ici bien que les commentaires qui suivent suffisent & reconstituer une démonstration
géomeétrique (que le lecteur est invité & chercher).

Le point clé est de construire le centre de s : comme s doit envoyer la droite (AB) sur (A'B’),
son angle « doit étre égal a (AB, A’B’) modulo 7, ce qui impose & O d’appartenir aux cercles
circonscrits aux triangles définis respectivement par les droites AB, A’'B’, AA’ d’une part, et
AB, A’B’, BB’ d’autre part : c’est ici qu’il faudrait vérifier que le point commun de ces deux
cercles qui n’est pas égal a I'intersection de AB et A’B’ est effectivement centre d’une similitude
s.

Mais O est aussi le centre d’'une similitude telle que s’(A) = B et s'(A’) = B’ et appartient
donc aussi aux cercles circonscrits aux triangles définis respectivement par les droites AA’, BB/,
AB d’une part et AA’, BB', A'B’ d’autre part.

On retrouve ainsi le théoréme des quatre cercles concourants, théoréme qu’on peut maintenant
appeler aussi théoréme du centre de similitude : on retient que le centre de similitude appartient
aux quatre cercles définis a partir des quatre droites (AA"), (BB'), (AB) et (A’B’) et que ses
projetés orthogonaux sur ces quatre droites sont alignés.

Terminons toutes ces belles choses par une application & ’exercice 5 de Mérida, exercice assez
simple si on I’aborde avec la notion de similitude.

Exercice 2. Soit ABC'D un quadrilatére convexe. On suppose que (AD) et (BC) ne sont pas
paralléles et que AD = BC. Soit E € [AD] et F € [BC]| tels que AE = CF. On note P, @, R les
points d’intersection respectifs de (AC) et (BD), de (AC) et (EF), de (BD) et (EF'). Montrer
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que quand FE varie, les cercles circonscrits aux triangles PQR ont un point commun autre que

P.

Solution de Uexercice 2. Comme AD = CB et qu’il n’y a pas parallélisme, on voit qu’il existe
une rotation s telle que s(A4) = C et s(D) = B. De plus, compte tenu des hypothéses sur E et
F on a s(E) = F. (On a décidé de noter s cette rotation car on n’utilisera désormais que les
propriétés des similitudes). Soit O le centre de s.

Utilisons le cours : comme s(A) = C et s(D) = B, les projetés orthogonaux de O sur (AD),
(BC), (AC), (BD) sont alignés sur une droite A; comme s(A) = C et s(F) = F, les projetés
orthogonaux de O sur (AFE) = (AD), (CF) = (BC), (AC) et (EF) sont alignés sur une droite
A’. Mais A = A’ puisqu’il y a trois points communs. En définitive, les cinq projetés sur les
droites (AD), (BC), (AC) = (PQ), (BD) = (PR), (EF) = (QR) sont alignés : en particulier,
le théoréme de Simson montre que O appartient au cercle circonscrit & PQR.

Quand F varie, on a donc montré que le cercle circonscrit & PQ R passe toujours par O. Pour
conclure, il suffit de remarquer que O est distinct de P : si on avait O = P, la rotation s serait
une homothétie (car enverrait (PA) sur (PC)); (BC) et (AD) seraient alors paralléles, ce qui
n’est pas.

2 Stratégies

Dans ce cours, on voudrait vous montrer comment un peu de bon sens, et quelques principes
simples, permettent de traiter sans trop réfléchir un grand nombre d’exercices.

Le principe des tiroirs

On commence par un énoncé trés facile qu’il faut bien avoir en téte, car ses conséquences
sont utiles et son application parfois un peu cachée. Normalement, ce qui suit n’a pas besoin de
démonstration.

Théoréme 2.1 Si l'on place n objets dans m tiroirs, et si n > m, alors il y a un tiroir qui
contient au moins deuz objets.

C’est ce que Von appelle le principe des tiroirs. On peut le généraliser (un peu) comme suit :

Théoréme 2.2 Si l'on place n objets dans m tiroirs, et si n > km, alors il y a un tiroir qui
contient au moins k + 1 objets.

Enfin, une version abstraite de la méme chose :

Théoréme 2.3 Si f : A — B est une application d’un ensemble a n éléments dans un ensemble
a m éléments, et si n > km, alors on peut trouver b € B tel que f~1({b}) contienne au moins
k+1 éléments®.

On pourrait aussi donner une version « du point de vue des objets » : on peut trouver k + 1
éléments qui sont dans le méme tiroir (ou qui ont méme image par f). Remarquons enfin que
Pon peut remplacer le nombre & dans les énoncés précédents par la partie entiére de n/m, notée
[n/m], ¢’est-a-dire le plus petit entier inférieur ou égal a n/m.

Donnons quelques exemples pas trop difficiles :

# Parmi 13 personnes, on peut en trouver 2 qui sont nées au méme mois de 'année.

“Par définition, f~({b}) est ’ensemble des éléments de A envoyés sur b par la fonction f.
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# Parmi 101 nombres réels compris entre 0 et 1 (au sens large), on peut en trouver 2 dont la

différence est inférieure ou égale a ﬁ

# Si a et b sont deux nombres entiers, et si b est au moins égal & 2, alors le développement
décimal (c’est-a-dire la suite des chiffres) de la fraction § est périodique & partir d'un

certtain rang, et la période est au plus b — 1.

La preuve du premier exemple est laissée au lecteur. Le deuxiéme exemple se comprend en
introduisant comme objets les 101 nombres en question, et comme tiroirs les 100 intervalles
[0,1/100],[1/100,2/100[,...,[99/100, 1]. Le principe des tiroirs nous permet d’affirmer que I’on
peut trouver deux nombres qui sont dans le méme intervalle, et la différence de ces deux nombres
est bien inférieure ou égale a 1/100.

Pour démontrer le résultat du dernier exemple, il suffit de poser la division de a par b. Quand
on pose celle-ci, les restes qui peuvent intervenir lorsque 'on calcule les chiffres situés aprés la
virgule sont au plus égaux & b — 1. Bien entendu, si I’on trouve 0 & un moment, alors la division
s’arréte : il n’y a qu’un nombre fini de chiffres apres la virgule, et le résultat est démontré (il y
a une suite infinie de 0, donc la suite est périodique de période 1). Sil'on ne trouve jamais de 0,
les seuls restes que 'on peut obtenir sont 1,2,...,b— 1. Le principe des tiroirs nous montre donc
qu’apreés avoir calculé b chiffres apres la virgule, on trouvera forcément un reste que ’on a déja
obtenu auparavant, ce qui rend la suite de chiffres calculée périodique de période au plus b — 1.

Quand on cherche & appliquer le principe des tiroirs, deux difficultés au moins se présentent.
D’abord, il faut trouver & quoi 'appliquer, c¢’est-a-dire choisir convenablement ses objets et ses
tiroirs. Ensuite, il faut étre capable de vérifier que les hypothéses nécessaires a 'application du
principe sont satisfaites. Pour cela, on doit estimer les nombres de tiroirs et d’objets. On verra
un peu plus tard comment s’occuper du second probléme. Quant au premier, c’est en s’exer¢ant
qu’on le résout ! Continuons donc & donner des exemples.

Exercice 3. Dans une assemblée de n personnes, certaines se connaissent et pas d’autres!?.
Montrer que I'on peut trouver deux individus différents qui connaissent le méme nombre de
personnes dans 1’assemblée.

Solution de l'exercice 8. On a envie de considérér comme tiroirs les entiers de 0 & n — 1, et de
mettre une personne de 'assemblée dans le tiroir qui correspond au nombre de personne qu’elle
connait. Mais il y a n tiroirs, et n personnes, donc le principe des tiroirs ne s’applique pas.
Heureusement, on remarque qu’il est impossible qu’il y ait & la fois une personne qui connaisse
les n — 1 autres, et une autre qui n’en connaisse aucune. Au plus n — 1 tiroirs sont donc occupés,
ce qui permet de conclure.

Exercice 4. Soient a1, ...,a, des entiers naturels. Montrer que la somme d’un certain nombre
d’entre eux est divisible par n.

Solution de l'exercice 4. On considére les restes modulo n des nombres ai,a; + ag,a1 + as +
as,...,a1+as+---+ay,. Deux cas sont possibles. Le premier cas est celui ou le reste 0 intervient
dans cette suite. Cela signifie que 'un des n entiers considérés est divisible par n, et résout
I’exercice. Dans le second cas, le reste 0 n’intervient pas. Les n restes que 'on considére sont
donc parmi les entiers de 1 & n — 1. Le principe des tiroirs nous assure donc que deux des entiers
considérés, appelons-les a1 +ag + - - - +a; et a; +az +-- -+ a;, ont le méme reste modulo n. Cela
signifie exactement que leur différence, c’est-a-dire a;41 + a2 + -+ + a; (on peut bien entendu,
quitte a échanger les deux indices, supposer que i est strictement inférieur & j), est divisible par
n, ce qui achéve la démonstration.

100n suppose que si A connait B, alors B connait A.
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Exercice 5. Montrer que, parmi n+ 1 nombres de I’ensemble {1,2,...,2n}, on peut en trouver
deux dont l'un divise 'autre.

Solution de lezercice 5. Tout nombre a compris entre 1 et 2n s’écrit a = 2¥(2s + 1) ot1 s est un
entier entre 0 et n — 1. Comme ’on considére n 4 1 nombres, le principe des tiroirs nous permet
d’en trouver deux, appelons les a et b, qui s’écrivent a = 28(2s + 1) et b = 2¢(2s + 1). 1l est clair
que 'un de ces deux nombres divise I'autre.

L’autre aspect du principe des tiroirs est plus géométrique, se rapprochant du deuxiéme
exemple que l'on a donné au début.

Exercice 6. On place six points dans un rectangle de largeur 3 et de longueur 4. Montrer qu’au
moins deux d’entre eux sont & une distance inférieure ou égale a V5.

Solution de Uexercice 6. On découpe le rectangle en cing parties de la fagon suivante :

D’apreés le principe des tiroirs, deux points au moins sont situés dans le méme « tiroir ». Il est
alors facile de veérifier que la distance entre ces deux points est inférieure ou égale a /5.

On peut remarquer que le principe des tiroirs fournit dans cet exercice un résultat bien
meilleur que le raisonnement naturel qui consisterait a dire que deux points sont & une distance
supérieure & /5 si et seulement si les disques de centre ces deux points et de rayons %\/5 sont
disjoints, puis a estimer 'aire totale recouverte par ces disques. Si le principe des tiroirs est plus
efficace, c’est qu’il tient compte de la géométrie du probléme considéré, et pas seulement d’un

argument quantitatif comme ’aire de la figure : sa forme méme est prise en compte.

Autour de la récurrence

La notion de récurrence est un outil essentiel pour traiter tout ce qui a trait aux ensembles
finis. Le résultat fondamental est le suivant.

Théoréme 2.4 Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément.

Démontrer vraiment ce résultat est difficile sans faire de cercle vicieux. A vrai dire, c’est en
un sens impossible, puisque ¢’est plus un élément de la définition de N qu’une de ses propriétés.

Comme pour le principe des tiroirs, on semble n’avoir énoncé qu’une trivialité, mais ¢a n’est
pas le cas : (presque)!! toutes les propriétés des entiers peuvent s’en déduire. En outre, il est
important de se rendre compte que cette propriété n’est par exemple pas vérifiée par I’ensemble
R des nombres réels. Bien entendu, R n’a pas de plus petit élément, mais méme un de ses sous-
ensembles bornés comme Vintervalle |0, 1[ n’en a pas non plus (prouvez-le!).

Le principe de récurrence, dont nous allons parler dans un instant, est bien str plus utile que
le résultat que 'on vient d’énoncer, mais il ne faut quand méme pas négliger ce dernier, qui peut
souvent servir et donner des idées.

Passons donc a la récurrence proprement dite :

11e « presque » est important, et certains textes que vous pouvez trouver sur le site d’Animath vous en dirons
plus.
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Théoréme 2.5 Soit P(n) une proposition'? dépendant de lentier relatif n et soit a un entier
quelconque. Pour montrer que P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal d a, il suffit de
prouver

“ que P(a) est vraie,

& que pour tout entier k supérieur ou égal a a, la proposition P(k) entraine la proposition
P(k+1).

Le principe de récurrence est une conséquence de la propriété de N que nous avons vue plus
haut : en effet, on peut supposer a = 0 comme il est facile de le voir, et si 'on raisonne par
I’absurde en supposant que les conditions d’application de la récurrence sont satisfaites sans que
la propriété P(n) soit vraie pour tout entier n positif, alors ’ensemble des entiers n pour lesquels
P(n) est fausse est non vide, mais n’a pas de plus petit élément'3.

Donnons tout de suite un exemple en montrant que la somme des carrés des nombres entiers
compris entre 1 et n vaut w. Ici, on prend a = 0, et la proposition P(n) est « la
sommme des carrés des nombres entiers compris entre 1 et n vaut w ». La proposition
P(0) est évidemment vraie : c’est I’égalité 0 = 0. Soit k& un entier positif. On suppose que la

proposition P(k) est vraie, ¢’est-a-dire que :
k(k + 1)(2k + 1)

124224+, + k= o .

On a donc :
2 _ E(k+1)(2k+1)
6

PP+22+ .+ k4 (k+1) + (k+ 1)

Mais un calcul simple montre que 'on a

k(k +1)(2k + 1)
6

k+1)(k +2)(2k + 3)
6

+(k+1)2:(

ce qui est précisément la proposition P(k + 1), et permet de conclure la démonstration par
récurrence.

IL’exemple précédent met en évidence deux aspects du raisonnement par récurrence. Tout
d’abord, sa — relative — facilité : il est souvent assez mécanique de prouver par récurrence des
égalités d’entiers. Mais on voit de la méme facon que le raisonnement par récurrence ne se suffit
pas & lui-méme : dans I'exemple précédent, il nous fallait connaitre la formule a priori pour
pouvoir faire la démonstration, et c’est bien souvent 1a que se trouve la difficulté.

Avant de continuer, donnons, sans démonstration, une forme un peu plus générale du principe
de récurrence, la récurrence forte.

Théoréme 2.6 Soit P(n) une proposition dépendant de Uentier relatif n et soit a un entier
quelconque. Pour montrer que P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal o a, il suffit de
prouver :

“ que P(a) est vraie,

“ que pour tout entier k supérieur ou égal & a, les propositions P(a), P(a + 1),..., P(k)
entrainent la proposition P(k + 1).

12Trés souvent, c’est en fait une certaine propriété de ’entier n.
13Complétez cette preuve!
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Bien entendu, le principe de récurrence peut aussi servir, c’est trés courant et la suite du
texte le supposera connu, des suites ou des fonctions par récurrence.

Donnons un exemple de probléme ou la récurrence forte intervient.

Exercice 7. Dans un village, les lois sur 'adultére sont trés strictes : un mari qui peut prouver
que sa femme le trompe doit la bannir du village le soir méme du jour ou il s’en apercoit. Bien
stir, chaque homme sait toujours si les autres habitants du village sont trompés ou non par leur
femme, mais jamais si lui-méme est trompé. Un beau matin, le curé annonce « dans ce village, il
y a au moins une femme qui trompe son mari ». Or dans ce village, il y a 100 femmes infidéles.
Que se passe-t-il 7

Solution de l'exercice 7. Le lecteur, attentif et & D'esprit rapide, se contentera de savoir qu’il
faut montrer, par récurrence forte sur ’entier n, que si n femmes trompent leur mari dans ce
village, alors, n soirs aprés ’annonce du curé, les n maris trompés banniront simultanément leur

n femmes.

Tout ces exemples montrent I'intérét qu’on a, quand c’est possible, de raisonner par récur-
rence. Pour ce faire, il est souvent nécessaire de renforcer les résultats que I’on cherche a obtenir.
Voyons comment :

Exercice 8. Montrer que

1 1 1

-+ s+ 5 <2
1+22+ +nQ

Solution de l’exercice 8. Bien entendu, le résultat demandé ne peut pas se démontrer directement
par récurrence sur Ientier n. Il suffit de démontrer 'inégalité suivante, plus forte :

1+1+ +1<2 !
122 77 p? n+1

Exercice 9. Soit N un entier au moins égal a 2, Montrer 'inégalité

2\/3\/.--\/(N—1)\/N<3.

Solution de Uexercice 9. La premiére idée est de tenter une démonstration par récurrence sur
N. Mais quelques tentatives infructueuses nous convainquent vite que cette idée ne marche pas.
Pourtant, I'idée de départ était bonne, mais on va plutot faire une récurrence sur 2, pas sur V.
Plus précisément, on peut conjecturer la généralisation suivante :

m\/(m+1)\/...\/(N—1)\/N<m+l.

A N fixé, on peut raisonner par récurrence descendante sur m : le principe est tout a fait
semblable, sauf que 'on part de m = N et que ’on prouve que le résultat pour m implique le
résultat au rang m — 1. La mise en oeuvre de la preuve précise ne présente pas de difficulté.
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Concluons avec un exercice plus difficile, le sixiéme de I'olympiade internationale 1988. Pour
ne pas tenter le lecteur, on ne donne pas de solution, en indiquant seulement qu’il faut deviner
quelle est la fonction définie, et que ce n’est pas tout & fait évident.

Exercice 10. Soit f la fonction de N* dans lui méme définie par f(1) =1, f(3) = 3, et, pour
tout entier n strictement positif,

f@n)=f(n) 5 fln+1)=2f2n+1)=f(n) ; [fAn+3)=3f2n+1)-2f(n).
Trouver le nombre d’entiers n compris entre 1 et 2005 tels que f(n) = n.

Et voila, ce cours est terminé! Bien str, il y a encore beaucoup de choses a dire, et & ap-
prendre, et j'espére que vous ferez I'effort non seulement de lire les polycopiés présents sur le site
d’Animath'#, mais aussi, et surtout, de pratiquer, en réflechissant par vous-méme, tant il est vrai
que les mathématiques ne s’apprennent que si I’on en fait.

3 Fonctions

Je souhaite vous parler des méchantes fonctions. Car dans vos gentils programmes scolaires,
le mot « fonction » ne désigne que les « bonnes fonctions » : les polynémes notamment, des
fonctions bien réguliéres... Alors que le concept de fonction, tel qu’il a été mis au point & partir
du XIXeéme siécle, correspond a bien autre chose que ces « bonnes fonctions ». D’autant qu’en
ce méme XIXeéme siécle a été précisée la notion de « nombre réel », trés différente des nombres
entiers. En 1877, Cantor écrivait a propos d’une fonction qui & un point d’un segment (un nombre
réel) associait bijectivement un point d'un carré (deux nombres réels) : « je le vois mais je ne le
crois pas ». Presque tout ce qu’on vous enseigne au lycée était connu au XVIIIéme siécle, mais
aujourd’hui, cette formidable transformation du concept de fonction qui s’est opérée sur plusieurs
décennies, on compte sur vous pour ’assimiler en un quart d’heure.

Une fonction d’un ensemble A dans un ensemble B associe & tout élément de A un élément
de B. Une équation fonctionnelle, c’est une équation dont l'inconnue est une fonction, ladite
fonction pouvant étre définie de n’importe quelle maniére pour peu qu’a un élément de I’ensemble
de départ elle associe un élément de ’ensemble d’arrivée.

Exercice 11. Existe-t-il une fonction f, de ’ensemble N des entiers naturels (positifs ou nuls)
dans lui-méme, qui pour tout entier n vérifie f(f(n)) =n—+17

Solution de Uexercice 11. A quoi peut étre égal f(0)? A 0? Non, car cela entrainerait f(f(0)) =
f(0) = 0, incompatible avec f(f(n)) =n -+ 1. A 17 Non : on devrait avoir f(f(0)) = f(1) =1,
donc f(f(1)) = 1, incompatible avec la définition. A 2? Pour que f(f(n)) = n + 1, il faudrait
que f(2) =1, f(1) = 3 et f(3) = 2, mais f(2) n’est pas égal & 4 : contradiction. On pourrait
continuer ainsi, si ce n’est qu’a ce rythme la on risque fort d’y passer la nuit. Une fois qu’on a
fait connaissance avec I’équation par des tatonnements de ce type, il faut se lancer, essayer de
trouver un argument global qui meéne & la solution de I’équation. En l'occurrence, 'argument
consiste a réitérer une troisiéme fois la fonction f :

FFF0) = flIF(f(n)] = fln+1)
= fUF)) = fn) +1

si bien que pour tout n on doit avoir f(n+1) = f(n)+1. Si'on pose f(0) = a (a n’est pas encore
connu), f(1) =a+ 1, f(2) = a+ 2, et par récurrence il est facile de montrer que f(n) = a + n.

Yhttp://wuw.animath.fr/



3. FONCTIONS 25

Il en résulte que f(f(n)) = 2a + n, et pour avoir f(f(n)) = n + 1 il faudrait que a = 1/2, ce
qui n’est pas possible car I'image n + a d’un entier n doit obligatoirement étre un entier. Ce qui
prouve bien qu’une telle fonction n’existe pas.

Maintenant, un exercice qui pourrait ressembler & premiére vue :

Exercice 12. Existe-t-il une fonction de N* dans N* qui pour tout entier n strictement positif

vérifie f(f(n)) = f(n) +n?

Solution de Uexercice 12. Non seulement il en existe, mais il en existe tout plein : en posant
f(1) = 3 par exemple, on aurait f(3) =4, puis f(4) =7, f(7) =11, 11 — 18 — 29 — --- Puis
on choisit f(2) parmi les valeurs non encore utilisées, ce qui donne une seconde chaine de valeurs,
et ainsi de suite... Mais I’énoncé (Olympiades 1995) donnait des conditions supplémentaires qui
limitaient le choix : f(1) = 2, et pour tout n, f(n) < f(n + 1). On avait donc 1 — 2
35 8 13— 21 — --- et pour 4 qui n’appartenait pas & cette chaine, on devait avoir
f(4) > f(38)=5et f(4) < f(5) =8, ce qui laissait deux possibilités : 4 — 6 — 10 +— 16 +— --- ou
4+ T+ 11+ 18 — 29 — ---. Mais ces possibilités vérifiaient-elles la condition f(n+1) > f(n)
(fonction strictement croissante) ? Devant un tel probléme, on doit faire un choix de stratégie :
soit on cherche & prouver qu’une telle fonction n’existe pas, et on trouve un argument global
qui lui interdit d’exister, soit on cherche & prouver qu’elle existe et on construit explicitement
ladite fonction. En 'occurrence, elle existe, et on remarque dans la premiére chaine de valeurs

1—2—3—5+— 8 13+ 21+ .- des termes de la suite de Fibonacci. De fait, il est facile
de prouver par récurrence que si Fj est le k-iéme terme de cette suite, f(F;) = F + 1. D’ou
I'idée d’introduire le nombre d’or, ¢ = f“ : puisque Fy1 est U'entier le plus voisin de @F}, ne

peut-on pas trouver une fonction de la forme f(n) = [pn + ¢], en notant [z] la partie entiere du
réel x, pour une constante ¢ judicieusement choisie 7 On peut montrer que non seulement c’est
possible, pour peu que ¢ appartienne & un intervalle que ’on va préciser, mais en outre, pour
chaque valeur de cet intervalle, la fonction ainsi définie est différente de celle obtenue pour toute
autre valeur, ce qui fournit une infinité non dénombrable de fonctions solutions.

Contentons-nous de trouver une solution, donc un choix possible de ¢ tel que la fonction
f(n) = [en + ¢] soit solution. Tl faut prouver deux choses : d’une part que f(f(n)) = f(n) +n
pour tout n, d’autre part que pour tout n, f(n + 1) > f(n). La seconde relation est évidente :
comme ¢ > 1 (¢ >~ 1,618...), entre pn + c et p(n+ 1) + ¢, il y a au moins un entier (parfois
deux), car tout intervalle de longueur supérieure a 1 contient un entier. Si bien que le plus petit
entier inférieur ou égal & ¢(n + 1) + ¢ ne peut pas étre le méme que le plus petit entier inférieur
ou égal & ¢.n + ¢, il est obligatoirement strictement supérieur. Maintenant, a-t-on :

[plpn+c+ ¢ =[pn+c+n?
Ceci revient a prouver que pour tout n, d’'une part :
plen+d+czpn+c+n

et d’autre part :

n+c+e<[pn+c+n+1.
m+1l—c
Sn< o

vl

Or si 'on pose m = [pn + ¢], = , et il suffit de prouver I'inégalité :

m+1—c
pm+c>m+ ———
¥
(lui-méme supérieur & m + n), et que :
m—c
pm+c<m+ +1
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(lui-méme inférieur & m 4+ n + 1). Comme ¢ = 1 + é, les termes en m s’annulent et il reste a
trouver une constante c telle que % <c<1l-— %p. On trouve facilement :

1 1

) S c< —

2 ¥
soit environ 0,382 < ¢ < 0,618. Pour toute valeur de I'intervalle ainsi défini, la fonction [pn + ]
est solution du probléme (il aurait suffi de le prouver pour une seule de ces valeurs, par exemple
¢ = 1/2). Montrer que toutes ces fonctions sont différentes n’est pas évident, car pour deux
valeurs trés proches de ¢ un trés grand nombre de valeurs des fonctions ainsi définies sont les
meémes.

Toujours sur 'ensemble des entiers naturels, voici un probléme jugé difficile il y a quelques
années par les candidats au concours général :

Exercice 13. Soit f une bijection de N dans N. Montrer qu’on peut trouver trois entiers naturels
a, b, ctels que a < b<cet f(a)+ f(c) =2f(b).

Solution de Uexercice 13. 1l ne s’agit pas d’une équation fonctionnelle, puisque f est donnée, et
on n’a pas & choisir entre prouver que c’est possible et prouver que c’est impossible, car ’énoncé
nous fournit la réponse. 1l faut donc exhiber ces trois entiers a, b, c. Si je choisis a = 0, j'aurai
obligatoirement, pour tout b non nul, a < b. Il reste & trouver c tel que d’une part ¢ > b, d’autre
part f(c) = 2f(b) — f(a). La seconde relation ne pose pas probléme : par définition, la fonction
f est une bijection, elle est injective : tout entier de I’ensemble d’arrivée est I'image d’un seul
entier de I’ensemble de départ, et surtout elle est surjective : tout entier est I'image d’au moins
un entier. Donc en définitive, tout entier est 'image d’un et un seul entier, de sorte que quel que
soit b, il existe un et un seul ¢ vérifiant f(c) = 2f(b) — f(a). Mais comment prouver que ¢ > b7
Tout simplement en choisissant un b particulier, a savoir le plus petit entier tel que f(b) > f(0).
Comme f est surjective, cet entier existe, et il est bien sir distinct de @ = 0. Qui plus est :

f(e) = f(b) + (f(b) = f(a)) > f(b) > f(a)

prouve d’une part que c fait lui aussi partie des entiers dont I'image est strictement supérieure
a f(a) (donc ¢ > b, puisque b est le plus petit d’entre eux), d’autre part que c est distinct de
b (puisque f(c) > f(b)), donc en définitive, on a bien a < b < c et f(a)+ f(c) = 2f(b), ce
qui achéve la démonstration. La difficulté du probléme est qu’on croit devoir démontrer plus de
choses qu’on en a & démontrer en réalité.

Il arrive que I'on n’ait pas & déterminer explicitement une fonction, mais seulement une valeur
de la fonction. Il peut exister une infinité de fonctions vérifiant ’équation, mais prenant toutes
obligatoirement la méme valeur pour un entier donné. Un exemple classique :

Exercice 14. Une fonction f de N* dans N* vérifiant, pour deux entiers n et m quelconques,
f(nm) = f(n) + f(m) — 1. On suppose qu’il existe un nombre fini d’entiers n tels que f(n) = 1.
Sachant que f(30) = 4, calculer f(14400).

Solution de l'exercice 14. La relation f(nm) = f(n)+ f(m) — 1 fournit :

fB0)=f(2)+ f(15) =1 = f(2)+ fB3) + f(5) — 2

mais que peuvent valoir f(2), f(3) et f(5)? Leur somme doit étre égale a 6, puisque f(30) = 4,
donc soit tous trois valent 2, soit I'un d’eux au moins vaut 1. C’est 1a qu’intervient la seconde
hypothése : si f(n) = 1, f(n?) = 2f(n) — 1 = 1, et donc f(n?), f(n®),... sont tous égaux a
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1. Si n = 1, on a obligatoirement f(1) = 1, car pour tout m, f(m) = f(m)+ (f(1) — 1).
Mais si f(n) était égal & 1 pour un entier n distinct de 1, alors il serait égal a 1 pour une
infinité d’autres entiers : n%,n* n®, ... ce qui contredirait ’hypothése qu’il existe un nombre
fini d’entiers n tels que f(n) = 1. On en déduit que pour tout n distinct de 1, f(n) > 2. En
particulier, pour avoir f(30) = 4, il faut que f(2) = f(3) = f(5) = 2, donc f(4) =2f(2)—1 =3,
f(120) = f(4) + f(30) — 1 = 6, et comme 14400 = 1202, il vient f(14400) = 2f(120) — 1 = 11.

Avant d’envisager des fonctions définies sur I’ensemble des nombres réels, un mot de fonctions
définies sur ’ensemble @ des rationnels. Une équation fondamentale, & bien connaitre car le
résultat et la démonstration s’appliquent & nombre de problémes, c’est I’équation de Cauchy :

Exercice 15. Déterminer toutes les fonctions de @ dans Q telles que, pour tout couple de
rationnels (z,y), on a f(z +y) = f(x) + f(y).

Solution de Uexercice 15. Cette relation permet de démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, f(nx) = nf(x). En effet, c’est vrai pour n = 0 : pour les valeurs particuliéres x = y = 0,
on doit avoir f(0) = 2f(0), donc f(0) = 0. Supposons que ce soit vrai pour un entier naturel n
quelconque (et pour toute valeur de x). Alors, f(x+nz) = f(z)+ f(nx) = f(x)+nf(x) (d’apres
I'hypothése de récurrence), donc en définitive f((n+ 1)z) = (n+ 1) f(x) : la relation est encore
vraie pour Ientier suivant (n + 1), et pour toute valeur de z. Cela prouve par récurrence qu’elle
est vraie pour tout n, entier naturel, et pour tout x. Elle est méme vraie pour tout n entier
relatif, et pour tout x, car :

fnz + (=n)z) = f(nx) + f((-n)z).

Comme le membre de gauche est égal a 0, f((—n)x) = —f(nz) = —nf(z). Si donc on pose
f(1) = a, pour tout entier n de Z, f(n) = an. Mais peut-on calculer f(z) lorsque = n’est pas
entier, mais seulement rationnel 7 Oui! En effet, tout rationnel x s’écrit x = p/q. Donc, d’aprés
la relation démontrée ci-dessus, f(qx) = qf(z). Mais gz = p, entier, donc f(qx) = ap. 1l en
résulte que f(x) = %p = ax. Sur ensemble des rationnels, I’équation de Cauchy f(z + y) =
f(z) + f(y) admet pour uniques solutions les fonctions linéaires f(x) = ax, pour a = f(1)
rationnel quelconque.

Remarque. 1l en va tout autrement sur I’ensemble des réels. L’ensemble des réels contient infini-
ment plus de nombres que I’ensemble des rationnels, il est non dénombrable, ce qui signifie qu’on
ne peut pas numéroter les réels (alors qu’on pourrait numéroter les rationnels), et le raisonne-
ment par récurrence ne s’applique pas aux nombres réels. Notamment, rien ne permet d’affirmer
que seules les fonctions linéaires f(x) = ax sont solution de I’équation de Cauchy sur l'ensemble
des nombres réels. On a besoin d’un axiome de plus pour dire si oui ou non il existe d’autres
fonctions vérifiant cette équation, et il est impensable d’exhiber une telle fonction, jamais on
ne parviendra & en construire une explicitement. Par contre, on peut affirmer qu’une fonction
autre que f(x) = az (a réel quelconque) vérifiant I’équation de Cauchy : pour tous réels = et y,
f(z4+y) = f(z)+ f(y), serait en tout point non continue, non monotone et non bornée. Donc si
I’énoncé fournit la condition supplémentaire que la fonction doit étre continue ne fat-ce qu’en un
point, monotone ou bornée ne fiit-ce que sur un intervalle si petit soit-il, alors seules conviennent
les fonctions f(x) = ax.

Dire qu’une fonction est continue en un point g, ¢’est dire que lorsque x tend vers xg, f(z)
tend vers f(xp). Or ’ensemble Q desrationnels posséde la propriété d’étre dense dans R, ce qui
signifie qu’entre deux réels si proches soient-ils, on peut toujours trouver un rationnel. En effet,
si x et y sont distants de € > 0, si petit soit-il, il existera toujours un entier N > %, de sorte
que Nz et Ny seront distants de Ne > 1. Entre Nx et Ny, on peut trouver un entier p, donc
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entre x et y on peut trouver un rationnel p/N. Donc pour tout réel x, on peut construire une
suite x, de rationnels qui tendent vers x (en choisissant par exemple x, compris entre x et
x+ %, et si la fonction f est continue, lorsque z, tendra vers x, f(x,) tendra vers f(z), ce qui
permet de calculer f pour tout x réel, connaissant f(x,) pour tout x, rationnel. Notamment,
dans le cas de I’équation de Cauchy, si une fonction f continue sur R vérifie I’équation de Cauchy
f(z+y) = f(z)+ f(y) pour tout = et y réels, alors pour tout z,, rationnel elle vérifie f(z,) = ax,,
et lorsque x, tend vers z, ax, tend vers ax, elle vérifie donc également f(x) = ax pour tout x
réel. En affinant cette démonstration, on remarque qu’il suffit que f soit continue en un point
pour conclure que f(x) = ax.

Dire qu’une fonction est croissante sur un intervalle, c’est dire que pour tous z et y de
I'intervalle, x < y entraine f(x) < f(y). La fonction est strictement croissante si z < y entraine
f(z) < f(y). Elle est décroissante si x < y entraine f(xz) > f(y), et strictement décroissante si
x < y entraine f(x) > f(y). Si f est une bijection d’un intervalle de R dans un autre intervalle de
R, le fait qu’elle soit monotone entraine qu’elle est continue sur cet intervalle, et réciproquement.
Donc une fonction f monotone sur un intervalle qui vérifierait, sur tout R, f(x+vy) = f(z)+ f(y)
serait obligatoirement du type f(x) = ax.

Une fonction bornée est une fonction majorée et minorée. Elle est majorée s’il existe un
majorant M tel que toutes ses valeurs vérifient f(z) < M. Elle est minorée s’il existe un minorant
m tel que toutes ses valeurs vérifient f(x) > m. Les réels M et m dépendent de la fonction, mais
sont bien sir indépendants de . On peut prouver qu’une fonction qui serait majorée ou minorée
sur un intervalle si petit soit-il et qui vérifierait I’équation de Cauchy serait du type f(x) = ax.
En d’autres termes, il arrive qu'une hypothése supplémentaire (fonction continue, monotone
ou bornée) permette de prolonger a I’ensemble des nombres réels un résultat a priori valable
seulement pour les nombres rationnels. Mais sans une telle hypothése, les méthodes & utiliser
pour résoudre une équation fonctionnelle sur I’ensemble des réels ne sont pas les mémes que
celles utilisables sur I’ensemble des rationnels et, encore moins, sur I’ensemble des entiers.

De quels outils dispose-t-on pour résoudre une équation fonctionnelle sur I’ensemble des
réels 7 On peut commencer par chercher des valeurs particuliéres. On peut chercher si la fonction
est paire (i.e. f(—x) = f(z) pour tout z) ou impaire (i.e. f(—z) = —f(z) pour tout z), si
elle est positive, ou d’autres propriétés qui nous aideront pour conclure. Mais celles-ci ne sont
généralement pas suffisantes, et il n’y a pas de méthode systématique pour trouver 'argument
décisif.

Intéressons-nous pour commencer & 1’équation suivante :

Exercice 16. Déterminer toutes les fonctions f continues, de R dans R, vérifiant pour tout z et

y de réels :

r+y
2

(@) + F)f ( ) — 2/(2)f ).

Solution de l'exercice 16. Une telle fonction peut-elle s’annuler 7 Oui, si par exemple elle est
identiquement nulle. La fonction identiquement nulle est manifestement une solution triviale de
Péquation. Mais supposons qu’il existe une fonction solution telle que f(z) = 0 et f(y) # 0.
Le membre de droite étant nul, le membre de gauche l'est aussi, et comme f(x) + f(y) n’est
pas nul, f((x + y)/2) doit étre nul. Si maintenant l'on pose 1 = (x + y)/2, pour la méme
raison f((z1 + y)/2) doit étre nul, et ainsi de suite : on peut construire une suite de points,
Tnt1 = (zn, +y)/2, tels que, par récurrence, f(x,) = 0 pour tout n. Mais ces points convergent
vers y, ol la fonction f est supposée continue, ce qui contredit le fait que f(y) est supposé non
nul. Donc si f n’est pas identiquement nul, f ne s’annule en aucun point, et on peut définir la
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fonction g(x) = ﬁ Or en divisant les deux membres de I'équation par 2f(x)f(y)f((z +y)/2),

on aboutit & :
9@) +9W) _ <:C + y>

2 2

Cette équation, appelée équation de Jensen, ressemble fort & ’équation de Cauchy, si ce n’est
qu’elle admet comme solution toutes les fonctions constantes. Plus précisément, si la fonction
g(z) est solution, pour toute constante b la fonction g(x) — b est solution, et en particulier la
fonction h(z) = g(z) — g(0). Or lorsque y = 0, comme h(0) = 0, @ = h(z/2), résultat vrai
pour tout réel x et en particulier pour le réel x + y :

p(232) <t

si bien que I’équation s’écrit h(z) + h(y) = h(z +y), équation de Cauchy qui entraine h(z) = az,
puisque h est continue, donc g(x) = ax + b, avec b = ¢g(0) constante quelconque. Mais g(z) étant
Iinverse de f(x), g(z) ne s’annule jamais, ce qui n’est possible que si a = 0, donc si g(x) = b, donc
si f(z) = 1/b est elle aussi une fonction constante. En définitive, seules peuvent étre solutions de
cette équation les fonctions constantes (identiquement nulle ou autres), et on vérifie bien, dans
l'autre sens, qu’elles sont effectivement solutions.

Parfois, il est utile de chercher si la fonction admet des points fixes. Un point fixe est une
valeur de x vérifiant f(z) = z. Prenons 'exemple suivant :

Exercice 17. Quelles sont les fonctions de R™ dans R vérifiant, pour tous = et y dans R™ :

@ f(y) = yf ()

et vérifiant en outre : f(z) — 0 lorsque x — 4007

Solution de Uexercice 17. Commencons par voir quelles propriétés une telle fonction doit obliga-
toirement vérifier. Notamment, peut-elle prendre deux fois la méme valeur ? Si f(y) = f(z), alors
pour tout z, on a f(zf(y)) = f(xf(z)), ce qui signifie que yf(z) = zf(z), et comme f(x) est non
nul (la fonction prend ses valeurs dans R™ par hypothése), y = 2. Donc la fonction est injective.
Notamment, si je pose z =y =1, f(f(1)) = f(1) entraine f(1) = 1, car seul 1 peut avoir f(1)
comme image par f. Par ailleurs, lorsque y = z, il vient f(zf(x)) = xf(z), ce qui signifie que
xzf(z) est un point fixe de la fonction. Le réel 1 est lui aussi un point fixe de la fonction, mais
peut-on en déduire que zf(x) = 1, ce qui suffirait a conclure que f(z) = 1/ ? Il faudrait prou-
ver que f n’admet pas de point fixe autre que 1. Et c¢’est 14 vraisemblablement que la seconde
hypothése (f(x) — 0) intervient : dans un probléme bien posé, toutes les hypothéses sont utiles.
Si z et y sont des points fixes, f(z) = = et f(y) = y entraine, dans I’équation fonctionnelle,
f(zy) = yz, donc zy est lui aussi un point fixe. On en déduit que, si  est un point fixe, 2 est
un point fixe, puis zz? = 23 également, et ainsi de suite, par récurrence, " est un point fixe. Si
x > 1, cela fournit une infinité de points fixes qui tendent vers +o00, ce qui contredit I’hypothése
que la fonction tend vers zéro lorsque x tend vers +o0o. Si < 1, cela fournit une infinité de
points fixes qui tendent vers 0, et il suffirait de prouver que I'inverse d’un point fixe est lui aussi
un point fixe. Si x est un point fixe et y = 1/x, f(xf(1/x)) =1, ce qui prouve que zf(1/x) =1
puisque f est injective, donc que f(1/x) = 1/z. En définitive, la fonction ne peut pas admettre
un point fixe différent de 1, et comme z f(z) est un point fixe pour tout x, f(x) = 1/x pour tout
x.

J’avais prévu — mais je n’ai pas eu le temps de le faire — de traiter d’autres exemples d’équa-
tions fonctionnelles, oil interviennent d’autres arguments :
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Exercice 18. Déterminer toutes les fonctions de R dans R vérifiant, pour tout x et tout y réels :

f@®+ fy) =y + f(x)

Solution de Uexercice 18. La, ce n’est pas la continuité qui joue, mais le fait qu'un carré est
toujours positif. Prouvons, par I'absurde, que f(y) > y pour tout y. Si pour un y on avait
y > f(y), alors on pourrait trouver un = tel que y = z2 + f(y). Alors y — f(y), strictement
positif, serait le carré d’un entier. Il en résulterait que :

f) =@+ W) =y+fx)’ <y

car f(x)? > 0 quel que soit x, ce qui contredirait ’hypothése f(y) < y. Donc pour tout réel y,
on a f(y) >y, en particulier pour le réel 22 + f(y) :

f@+f(y) = 2® + fly) > 2> +y.

Mais f(z2 + f(y)) = y + f(z)?. Pour tout z et tout y, y + f(x)?> > 22 + y, ce qui entraine
f(x)? > 22 pour tout x réel. Si f(x) est négatif, notamment, f(z)2 > x2 et f(z) > z entraine
f(x) = x. Or la fonction f est surjective : tout réel u, en particulier tout réel négatif u, peut
s'écrire u = f(t), il suffit de choisir un z quelconque, de poser y = u — f(z)?, u = f(t) avec
t = 22 + f(y). Donc tout réel u négatif vérifie : u = f(u). Ceci vaut également pour u = 0 :
f(0) = 0. Donc en posant y = 0 dans I'équation initiale, f(2%) = f(x)?, ce qui signifie que si =
est positif, f(x)? = f(—z)? et comme —z < 0, f(—z) = —=z, donc f(r) = x ou — z. Comme
f(z) > =, il reste f(x) = = pour tout x positif, et en définitive seule I'identité est solution de
I’équation.

Exercice 19. Soient a et b deux réels strictement positifs. Prouver qu’il existe une fonction
unique f telle que, pour tout réel x :

f(f (@) +af(x) = bla + b).

Solution de exercice 19. L’idée est, a partir de x, de construire une suite x1 = f(x), zo = f(x1),
xn = f(x, — 1), qui vérifie pour tout entier n :

Tpto + axpi1 — b(b+ a)x, = 0.

L’étude de telles suites est classique : les deux racines u et v de I’équation X? + aX — b(b + a)
(en l'occurrence b et —(a + b)) sont telles que toute suite x,, = Au" + pv™ vérifie la relation de
récurrence. Et comme une suite est entiérement connue a partir de ses deux premiers termes, toute
suite vérifiant la relation de récurrence s’écrit sous cette forme. Donc z, = Ab™ + u(—1)"(b+a)™.
Pour qu’une telle suite ne prenne que des valeurs positives, il faut que p = 0 : déslors x = xg = A,
f(x) = x1 = A\b, d’ou la fonction s’écrit, pour tout x, f(z) = Ax.

Exercice 20. Une fonction f : R — R, vérifie f(x) < 1 pour tout z et, pour tout x :

f(ﬂé)ﬂ(@:f(wi)+f<x+;).

Montrer qu’une telle fonction est périodique®®.

15rest-a-dire qu’il existe un réel positif p pour lequel, quel que soit =, f(z + p) = f(z).
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Solution de Uexercice 20. L’idée est de poser g(x) = f(z+1/3) — f(z). On a g(x +1/2) = g(x),
et donc a fortiori g(z + 1) = g(x). Pour un x donné, les fonctions g(z + k/3) ne peuvent prendre
que trois valeurs distinctes, a, b et ¢, et 'on a f(z+n)— f(x) = n(a+b+c). Le fait que f(z) <1
pour tout z entraine a + b+ ¢ = 0, soit f(x +n) = f (en particulier f(z + 1) = f(x)), ce qui
signifie bien que f est périodique.

Et pour conclure en beauté :

Exercice 21. Trouver les méchantes fonctions f telles que, pour tous réels x et ¥y :

fle—fW)=f(fW) +zf(y) + flz) - 1.

Solution de l’gzercice 21. Ce n’est pas la fonction qui est méchante, une fonction toute gentille
f(xz) = k — % convient. Si 'on pose ¢ = f(0), z = f(y), 'équation donne immédiatement (!)

f(x) = c+12_x2. Mais ceci, seulement si x est I'image par f d’un élément y. Toute la difficulté, c’est
que la fonction f est nullement injective, et il faut prouver que cette méme formule vaut lorsque
x n'est pas l'image d’un réel y par f. Or en posant y =0, on a f(z —c¢) — f(z) = f(c) + cx — 1,
qui, lorsque x varie, prend toutes valeurs réelles, ce qui prouve que tout réel peut s’écriret = a—>b

avec a = f(z — ¢) et b= f(x) pour un = donné. Il en résulte que :

c+1—a? c+1—102

flay =7 f =
et donc : ) ,
f(m):f(a—b):f(b)+ab+f(a)—1:c—(a;b):c—a;.

La seule fonction solution est f(z) = %, avec en outre ¢ = 1 car lorsque x = f(y), on a
_ 14c x?

c—
également f(z) = 14¢ — £ donc ¢ = <.
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Activité 11

La pratique

L’aprés-midi, forts de I'enseignement du matin, les éléves étaient confrontés a
des interrogations orales. Ils avaient une heure pour résoudre un exercice sous
I’ceil sévére et attentif d’un animateur. Voici les exercices proposés dans chacun
des thémes, ainsi que leurs solutions regroupées a la fin.

1 Géométrie

Exercice 1 (posé a4 Samuel Bach). Montrer que les médianes d’un triangle le partagent en
six petits triangles de méme aire.

Exercice 2 (posé a Guillaume Barraquand). Soient A, B, C et D quatre points cocycliques.
On suppose que les droites (AB) et (CD) se coupent en E. Montrer que :

AC AD _ AE
BC BD BE’

Exercice 3 (posé a4 Agathe Benoit). On appelle Hy, Hp et H¢ les trois pieds des hauteurs
d’un triangle ABC. On appelle O l'orthocentre de ce triangle, P celui de AHgpH¢ et Q celui de
CHAHp. Montrer que PQQ = HoH 4.

Exercice 4 (posé a Agathe Benoit). Les trois points P, @ et R sont choisis quelconques
sur trois cétés d’un carré.

A R B
p

Q

D C

Montrer que I’écart entre laire gris foncé et Paire gris clair est constant (indépendant de P, @
et R).

Exercice 5 (posé a Agathe Benoit). Soit ABCD un parallélogramme et deux points P et
@ quelconques sur la diagonale [AC].

33
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A D
Montrer que les deux parallélogramme grisés ont méme aire.

Exercice 6 (posé 4 Thomas Chartier). Soit ABC un triangle. On construit extérieurement
a ABC les triangles PBC, QCA et RAB tels que PBC = PCB = 15", QCA = RBA = 45" et
QAC = RAB = 30°. Montrer que PQ = PR et que (PQ) est perpendiculaire & (PR).

Exercice 7 (posé a Thomas Chartier). Dans le plan, on considére une droite A et deux
points A et B. Déterminer le point M de A tel que la somme des distances M A + M B soit
minimale.

Exercice 8 (posé a Samuel Collin). Sur une table sont disposées 54 piéces et on sait que 23
d’entre elles exactement sont sur pile. Est-il possible de retourner certaines de piéces puis de les
séparer en deux tas de telle sorte qu’il y ait autant de piéces sur pile dans chaque tas?

Exercice 9 (posé 4 Samuel Collin, Robin Ngi). Etant donné un segment de longueur 1 et
un segment de longueur x, proposer une construction a la régle et au compas d'un segment de

longueur /.

Exercice 10 (posé a Samuel Collin, Robin Ngi). Soient un segment [AB], X un point de
[AB] et P un point du cercle de diamétre [AB]. Montrer que la fraction :

tan A/P\X
tan m

ne dépend pas de la position de P.

Exercice 11 (posé 4 Bao Anh Dang Vu). Soit P un point de la diagonale [BD] d’un
rectangle ABCD. On note F' le projeté de P sur [BC|. Soit H sur le segment [BC] tel que
BF = FH. On appelle @ le point d’intersection de (PC) et (AH). Montrer que les triangles
APQ et CHQ ont méme aire.

Exercice 12 (posé a Sarah Diot-Girard). Montrer que toute droite qui coupe un triangle
en deux polygones de méme aire et de méme périmetre passe par le centre du cercle circonscrit.

Exercice 13 (posé & Arnaud Dumas). Un point P a Uintérieur d’un triangle ABC' vérifie
les conditions ABC' + ACB = 3PBA = 3PCA. Montrer que :

AC  AB
AB+PC ~ AC+ PB’

Exercice 14 (posé a Mathieu Finas). On note O (resp. I) le centre du cercle circonscrit
(resp. inscrit) & ABC et R (resp. r) son rayon. Montrer que OI? = R* — 2Ry,
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Exercice 15 (posé a Mathieu Finas, Jill-Jénn Vie). Soit I' un cercle et soit M un point
du plan. Une droite D passant par M coupe I' en L et N. Montrer que le produit ML - M N ne
dépend pas de D.

Exercice 16 (posé a David Fourquet). Soit ABC un triangle rectangle en B. Soit D un
point de [AC] tel que CD = AB. Montrer que dans le triangle ABD, la médiane issue de B, la
bissectrice de I'angle A et la hauteur issue de D sont concourantes.

Exercice 17 (posé a David Fourquet). Soit ABCD un trapéze avec (AB) paralléle a (CD).
On note L l'intersection des diagonales. Déterminer aire du trapéze en fonction des aires des
triangles ALB et CLD.

Exercice 18 (posé a Benoit Seguin). Soit ABC un triangle rectangle en C. Sur la droite
(AC) on place un point D tel que CD = BC, C étant situé entre A et D. La perpendiculaire &
(AB) passant par D reccoupe (BC) en E. Montrer que AC = CE.

Exercice 19 (posé a Benoit Seguin). Le triangle ABC est rectangle en A. On note D le
pied de la hauteur issue de A. La droite joignant les centres des cercles inscrits dans les triangles
ABD et ACD coupe respectivement (AB) et (AC) en K et L. Montrer que AK = AD = AL.

En déduire que 'aire du triangle ABC est supérieure ou égale au double de 'aire de AK L.

Exercice 20 (posé 4 Duco van Amstel). Soient A et B deux points du plan et & > 0.
Déterminer I'ensemble des points M tels que MA = kM B.

Exercice 21 (posé a Jill-Jénn Vie). Soit ABCDEF un hexagone convexe tel que AB = BC,
CD = DE et EF = FA. Montrer que les perpendiculaires aux droites (FB), (BD) et (DF)
passant respectivement par les points A, C et E sont concourantes.

Exercice 22 (posé a Mathieu Voland). Démontrer que les hauteurs d'un triangle sont les
bissectrices du triangle orthique.

Exercice 23 (posé a Coline Wiatrowski). Soit ABC un triangle. On note Y le point d’in-
tersection de la médiatrice de [AC] avec le coté [BC]. Soit Z le point du segment [AY] tel que
AB = CZ. Les droites (CZ) et (AB) se coupent en X. Montrer que les point X, Y, Z et B sont
cocycliques.

2 Stratégies

Exercice 24 (posé a Samuel Bach). Un damier 4 x 4 contient des (+) dans toutes les cases
sauf celle de la premiére ligne, troisiéme colonne, qui contient un (—). A chaque étape, on choisit
une ligne, une colonne ou une diagonale au hasard (pas nécessairement une grande diagonale),
et on change tous les signes qui s’y trouvent. Peut-on aboutir & une configuration ne contenant
que des signes (+)?

Exercice 25 (posé a Guillaume Barraquand). Cinquante-et-un points sont placés a 1'in-
térieur d’un carré de cété 1. Montrer que l'on peut trouver trois points & 'intérieur d’un disque

1
de rayon =.

Exercice 26 (posé a Guillaume Barraquand, Mathieu Finas). Un groupe de rock dispose
de onze semaines de répétition. Ils répétent au moins une fois par jour et pas plus de douze fois
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par période de sept jours. Montrez qu’il existe une période de jours consécutifs pendant laquelle
le groupe a répété vingt-et-une fois.

Exercice 27 (posé a Agathe Benoit). Paver une quadrillage 2" x 2" privé d’un petit carré
par des piéces de la forme :

Exercice 28 (posé a Agathe Benoit). On met 2000 balles blanches dans une boite. Une
étape consiste a remplacer, au choix :
— deux balles blanches par une verte;
deux balles rouges par une verte;
deux balles vertes par une bleue et une rouge;
— une balle bleue et une balle verte par une rouge;
— une balle verte et une balle rouge par une bleue.

a) Est-il possible aprés une suite d’étapes précédentes qu’il ne reste que trois balles dont une
et une seule est verte?
b) Est-il possible aprés une suite d’étapes précédentes qu’il ne reste qu’une seule balle 7

Exercice 29 (posé 4 Thomas Chartier). On considére une figure symétrique par rapport a
un point O. Deux joueurs posent a tour de role un petit carré sur la figure. Lorsque 'un des deux
joueurs ne peut plus jouer, il a perdu. Déterminer quel joueur posséde une stratégie gagnante.

Exercice 30 (posé & Thomas Chartier, Arnaud Dumas). On colorie le plan avec trois
couleurs. Montrer qu’il existe deux points a distance 1 de la méme couleur.

Exercice 31 (posé 4 Samuel Collin). Les entiers 1,2, ...,2005 sont écrits sur un tableau. A
chaque étape, on choisit au hasard deux nombres a et b du tableau, on les efface et les remplace
par a + b — 1. Quel sera le dernier nombre restant sur le tableau?

Exercice 32 (posé a Samuel Collin). Chaque sommet d'un cube contient un entier (au
départ 1 pour deux sommets d’une diagonale de face et 0 pour les six autres sommets). A chaque
étape, on choisit une aréte quelconque et on ajoute 1 aux entiers de ses deux extrémités. Peut-on,
en répétant ce processus, aboutir & un cube dont tous les sommets contiennent le méme nombre 7

Exercice 33 (posé a Bao Anh Dang Vu, David Fourquet). Est-il possible de relier n
fermes a n puits de fagon a ce que les routes (qui sont des segments) ne se croisent pas?

Exercice 34 (posé a Bao Anh Dang Vu, David Fourquet). Montrer que :

L_135 9 1
15 2 4 6 100 10

Exercice 35 (posé a Sarah Diot-Girard). Oun se donne une famille (E£;) (¢ > 1) de sous-
ensemble ensembles non vides de N tels que tous les entiers de E; aient exactement ¢ chiffres. On
suppose que pour tout ¢ et pour tout = € E;, le nombre formé des ¢ — 1 premiers chiffres de x est
élément de F;_q.

Montrer qu’il existe un « nombre avec une infinité de chiffres » dont la troncature aux %
premiers chiffres est dans F; pour tout i.
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Exercice 36 (posé & Arnaud Dumas). Montrer que dans tout polyeédre, il existe au moins
deux faces ayant le méme nombre d’arétes.

Exercice 37 (posé & Arnaud Dumas). On colorie le plan de deux couleurs. Montrer que
pour tout d, il existe deux points de méme couleur distant de d.

Exercice 38 (posé a David Fourquet). Donner la valeur de :

Exercice 39 (posé a Robin Ngi). Montrer que toute somme d’argent au moins égale a 8
centimes peut étre payée avec des piéces de 5 centimes et des piéces de 3 centimes.

Exercice 40 (posé a Robin Ngi). Combien peut-on placer de cavaliers sur un échiquier
mutuellement imprenables ?

Exercice 41 (posé a Benoit Seguin). Montrer que I’on ne peut pas paver un rectangle 4 x 5
avec les cinq piéces suivantes (utilisées une fois chacune) :

Exercice 42 (posé a Duco van Amstel). Mountrer que parmi 2n+1 entiers distincts compris
entre —2n + 1 et 2n — 1, on peut en trouver trois dont la somme est nulle.

Exercice 43 (posé a Jill-Jénn Vie). Certains arcs d’un cercle sont coloriés en bleu, la somme
de leurs mesures étant strictement inférieure 4 180°. Montrer qu’on peut trouver un diameétre dont
les extrémités sont toutes deux non coloriées.

Exercice 44 (posé a Jill-Jénn Vie). Montrer que pour tout € > 0 il existe un entier n tel
que |sinn| < e.

Exercice 45 (posé a Mathieu Voland). Onse donne ky,. .., k1o dix entiers naturels. Montrer
qu’il existe aq, ..., a9 des éléments non tous nuls de {—1,0,1} tels que la somme :

arky + aoky + - - - + aokio
soit multiple de 1001.

Exercice 46 (posé a Mathieu Voland). Existe-t-il un polynome P & coefficients entiers
(relatifs) tels que P(7) =9 et P(12) =157

Exercice 47 (posé a Coline Wiatrowski). Soit a un réel. Montrer qu'il existe une infinité
de couples d’entiers (p,q), ¢ # 0, tels que :

ozp'g

1
q 2

q
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3 Fonctions

Exercice 48 (posé a Samuel Bach). Montrer qu’il n’existe pas de bijection f : R — R
vérifiant :

N

fa?) = f(a)? >
pour tout réel z.

Exercice 49 (posé a Guillaume Barraquand). On se donne des réels et y positifs ou nuls
vérifiant 23 + 3% > 2. Montrer que :

x2+y3<x3—|—y4.

Exercice 50 (posé a Guillaume Barraquand). Montrer que toute fonction s’écrit comme
la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Exercice 51 (posé a Guillaume Barraquand, Benoit Seguin). Determiner toutes les
fonctions f : R — R vérifiant :

fea—fy)=1-z—y
pour tous réels x et y.

Exercice 52 (posé a Agathe Benoit). Déterminer toutes les fonctions f : QT — Q™*
vérifiant :

fla+)=fl@)+1 et fla?) = f(z)?
pour tout x.
Exercice 53 (posé a Thomas Chartier). Soient a, b et ¢ des réels positifs ou nuls. Montrer

que :
a® + 0%+ > a’b + b%c + a.

Exercice 54 (posé a Thomas Chartier). Trouver les fonctions f : R\{0,1} — R vérifiant la

condition :
f@)+ 1 (1) =

Exercice 55 (posé a4 Samuel Collin). Déterminer toutes les fonctions f : N* — N* telles
que f(1)=1et f(m+n)= f(m)+ f(n) + nm.

Exercice 56 (posé a Sarah Diot-Girard, Jill-Jénn Vie). Déterminer toutes les fonctions
f: R — R vérifiant :

zf(y) +yf(x) = (@® + %) f(ay)

pour tous réels x et y.

Exercice 57 (posé & Arnaud Dumas). Trouver toutes les fonctions f : R — R vérifiant
f(z) = f(z/2) pour tout réel z. Que se passe-t-il si on ajouter ’hypotheése « f continue » ?
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Exercice 58 (posé 4 Arnaud Dumas). On considére z1, ..., x, des réels strictement positifs.
Montrer que :

il T2 Iy
—+ =4+ = 2>n.
i) T3 I

Exercice 59 (posé a Mathieu Finas). Trouver toutes les fonctions f : R — R vérifiant :

f@)fly) = flry) =z +y

pour tous réels x et y.

Exercice 60 (posé & David Fourquet). Trouver toutes les fonctions f : Z — Z telles que
f(0) =1 et pour tout n € Z, on ait f(f(n)) =n, f(f(n+2)+2)=n.

Exercice 61 (posé a Robin Ngi). Trouver les fonctions f : R* — R vérifiant :
1 1
Lo+ () g
x x

pour tout réel x.

Exercice 62 (posé a Benoit Seguin). Soit (a,) une suite vérifiant 0 < a,, < c et :

la; — aj| >

=]

pour tous ¢ # j. Montrer que ¢ > 1.

Exercice 63 (posé a Duco van Amstel). Soit f : R — R une fonction vérifiant :
fla+1)+ flz—1)=V2 f(2)
pour tout réel x. Montrer que f est périodique.

Exercice 64 (posé a Mathieu Voland). Déterminer les fonctions f: N — N telles que :

flx+y)+ flx—y) = f(3z)

pour tous entiers x > y.

Exercice 65 (posé a Bao-Anh Dang Vu). Trouver toutes les fonctions f : N* — N* véri-
fiant :

FUF W)+ f(f(n) + f(n) = 3n

pour tout entier n.

Exercice 66 (posé a Coline Wiatrowski). Prouver qu’il n’existe pas de fonctions f : Z — Z
vérifiant :

fle+f(y) = flx) -y

pour tous entiers x et y.
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4 Les solutions

Solution de Uexercice 1. On trace une figure et on en profite pour fixer les noms des points :

B A’ C

La constatation essentielle est qu'une médiane d’un triangle le partage en deux triangles d’aire
égale : en effet, les deux triangles dont il est question ont méme hauteur et les bases relatives a
ces hauteurs ont méme longueur.

Dans la situation de exercice, la propriété précédente implique que les triangles AA'B et
AA'C ont méme aire. Il en est donc de méme des triangles AGC’ et GA’C. De méme, on prouve
que les triangles GC'B et GB’A d’une part et GB'C et GC'B d’autre part ont méme aire. La
conclusion résulte d’'une nouvelle application de la constatation essentielle au triangle GBC et
G AB avec les médianes (GA') et (GC").

Solution de exercice 2.

Il faut en fait calculer %-g—g, en remarquant d’abord que les

triangles FAC et EDB sont semblables. En effet, les quatre A C
points A, B, C et D étant cocycliques, quelle que soit leur
position, les angles de droites (AB, AC) et (DB, DC) sont
égaux. Donc (FA, AC) = (DB, ED), et comme (CE,EA) =
(ED, EB), on a également (AC,CE) = (EB,DB). Les tri-
angles FAC et EDB, qui ont les mémes angles, sont sem-

blables, d’out % = %. Par le méme raisonnement, les tri-

angles FAD et ECB sont semblables, donc % = %. En B
. . C . D

faisant le produit, ED se simplifie, il reste la relation cher-

chée.

Solution de Uexercice 3.

Hg

c Ha B

Les droites (PH¢) et (BHp) sont toutes les deux perpendiculaires a (AC) et donc paralléles.
De méme (PHp) est parallele & (CH¢). On en déduit que PH-OHp est un parallélogramme et
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—_— —_— — —_—

donc 'égalité de vecteurs PHo = HpO. De méme, on montre que QH4 = HpO d’ou il resulte
— —

PHe = QHy. Ainsi PHoH 4Q est un parallélogramme d’ou la conclusion.

Solution de l'exercice 4. Nommons les points d’intersection qui définissent le pentagone central :

A R B
P
W
S
Q Vv
T
U
D C

Les triangles PCQ et PC'D ont méme aire puisqu’ils ont méme base et méme hauteur. On
en déduit en simplifiant les aires redondantes :

A(QST) + A(PVW) = A(DUC) — A(STUVW).

D’autre part l'aire du triangle DRC' est la moitié de celle du carré, et donc il est en de méme de
son complémentaire, c’est-a-dire :
S
A(ARSQ) + A(QTD) + A(RWPB) + A(PVC) + AQST) + A(PVWV) = 3
ou S désigne 'aire du carré. En remplacant A(QST') + A(PVW) par A(DUC) — A(STUVW)
dans la formule précédente, on voit que la différence de I'aire gris foncé et de laire gris clair vaut
% qui est donc bien indépendante des positions de P, @ et R.

Solution de Uexercice 5. On remarque qu'une diagonale sépare un parallélogramme en deux tri-
angles de méme aire. En appliquant cette propriété aux parallélogrammes (tracés) de diagonales
[AQ], [PC], [PQ] et [AC], on obtient rapidement le résultat.

Solution de Uexercice 6.

On voudrait montrer que R est 'image de @ par un quart de tour (direct, dans 'orientation
de la figure) de centre P. Pour cela, on considére la similitude s; de centre C' qui envoie @) sur
A et la similitude sy de centre B qui envoie A sur R. Elle sont toutes les deux d’angle +45°,
donc la composée r = s 0 51 est une similitude d’angle +90° qui envoie @) sur R. De plus, sont

rapport vaut :
CA BR

CQ BA
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puisque les triangles ABR et ACQ sont (inversement) semblables. Donc 7 est un quart de tour
direct. Il reste & voir que P est le centre de la rotation r. Pour cela, on détermine P; = s1(P). En
calculant les angles, on constate que BC'P; est un triangle équilatéral (car les angles de CPP;
sont les mémes que ceux de CQA), et que s2(Py) = P.

Solution de Uexercice 7. Si le segment [AB] rencontre la droite A en N, AN + NB = AB et
pour tout autre point M de A, AM + M B > AB d’aprés 'inégalité triangulaire. Dans ce cas,
N est le point cherché : en particulier, si A et B sont tous deux sur A, tous les points de [AB]
sont solutions.

Si [AB] ne recontre pas A, notons A’ le symétrique de A par rapport a A. Pour tout point
Me A MA"= MA donc MA+ MB = MA" + MB > A'B. Or le segment [A'B] rencontre A
en N pour lequel NA'+ NB = A'B : ce point N est I'unique solution.

Solution de Uexercice 8. Oui. Pour cela, on choisit 23 des piéces, on les retourne et on les regroupe
dans un tas, les autres piéces formant ’autre tas. Montrons que cette facon de procéder convient.
Notons x le nombre de piéces qui sont sur pile a 'origine parmi les 23 sélectionnées. Dans le
reste, il y a alors 23 — x piéces sur pile. Mais comme on retourne les piéces du premier tas, il
restera au final 23 — x piéces sur pile dans ce premier tas.

Solution de l'exercice 9.

La construction est la suivante : on place sur une droite
trois points A, H et B dans cet ordre avec AH = 1 et
HB = z. On trace ensuite le cercle de diameétre [AB] et la
perpendiculaire & (AB) passant par H. Leur intersection
donne un point C' vérifiant HC' = /x.

En effet, on a d’une part :

. HC ~ HC HC
tanA—E—HC et tanB—ﬁ—T

Mais par ailleurs A et B sont complémentaires puisque I'angle en C est droit. On en déduit
tan A - tan B = 1 et puis HC? = x. Finalement, on a bien HC = /z.

Solution de 'exercice 10.

Soit @ le projeté de X sur la droite (AP). On a d’une
part tan APX = 8—)]5. D’autre part, puisque AP B est rec-
tangle en P, il vient tan @ = tan @ = %. Finale-
ment :

tan APX QX PA QX PA AX AB AX

tanm—QP'ﬁ_PB'@_AB.BX_BX A X

Pavant derniére égalité résultant du théoréeme de Thales avec les paralleles (QX) et (PB). Pour
conclure, on constate directement sur la derniére écriture I'indépendance en P.

Solution de ’exercice 11. On commence par faire une figure :
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A B
P JTF
Q
0 H
D C

La droite (PF ) est une h hauteur et une médiane du triangle PH B, celui-ci est donc isocéle.

On en déduit PBH PHB. 1B. Par ailleurs, le triangle OBC' est également isocéle, ce qui donne
Pégalité d’angle OBC = OCB. 1l en résulte PHB = OCB et donc les droites (PH) et (AC)
sont paralléles. Les triangles PHA et PHC ont alors la méme aire!, il en est ainsi de méme des
triangles PQA et HQC.

Solution de Uexercice 12. On note a, b et ¢ les longueurs des cotés [BC], [AC] et [AB] et p le
demi-périmetre du triangle ABC. On pose x = CI et y = CJ.

A

C L J B

L’égalité des périmétres nous donne p = z + y. Soit 2 le centre du cercle inscrit et r son
rayon. L’aire du triangle ABC est pr = r(x + y) et celle de CI.J est :

A = AKIQ)+ AKQC) + ACLQ) + A(LQJ) + A(IQ)

~KI) r-KI —JL) r-JL
- NwZ )+r2 +T@2 )+T2 + A(IQ)

T(x;y) +AIQ).

Comme cette derniére aire doit étre la moitié de celle du triangle ABC le triangle IQ2J doit avoir
une aire nulle. Autrement dit, les point I, Q et J doivent étre alignés comme demandé.

Solution de ’exercice 15. Notons a l'angle représenté sur la figure suivante :

'En effet, si on calcule celles-ci en prenant pour base PH, les deux triangles ont la méme base et des hauteurs
égales d’aprés le parallélisme.
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Les conditions de 'énoncé donnent 3a = 7 — A, ou encore A = m — 3. La somme des angles du
triangle ATC vaut m, on en déduit - ATC = 2a. De méme ASB = 2a - 2cv et en regardant les angles
du quadrilatére AT PS, il vient SPT =7 —a. De cela, on déduit TPB =SPC = a puis que les
triangles TPB et SPC sont isocéles.

La somme AB + PC vaut donc AT + TC. De méme AC + PB = AS + SB. I’égalité de
Pénonceé résulte & ce niveau du fait que les triangles ASB et AT'C sont semblables (puisqu’ils
ont mémes angles).

Solution de l'exercice 14.

On note ABC'le triangle, a la valeur du demi-angle en A. On
désigne par H le projeté de I sur (AC) de sorte que TH = r
et par T le deuxiéme point d’intersection de la bissectrice
issue de A avec le cercle circonscrit & ABC. On utilise la
puissance d’un point par rapport & un cercle (voir exercice
suivant). On a alors :

IA-IT = R? — OI°.

Mais la trigonométrie dans le triangle AHI, fournit [A =
IH/sina = r/sin . Par ailleurs, d’aprés le cours, le triangle
ITC est isocele en T et donc T1I = TC = 2Rsina. On en
déduit A - IT = 2Rr et donc la formule de I’énoncé. T

Solution de l'exercice 15.

On note O le centre de I' et R son rayon. On a :
_— —_— _—
ML-MN=ML-MN =ML -ML
ot L est le point diamétralement opposé a L. Il s’ensuit :
_— —— —_— == — —
ML -MN = (MO + OL)(MO — OL) = MO?* — R?

et on voit sur cette derniére écriture I'indépendance en D.

Solution de exercice 16. On définit le point E de la droite (AB) tel que (ED) paralléle a (AK).
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Les angles marqués sur la figure sont alors
tous égaux, ce qui prouve que le triangle ADFE E
est isocéle en A. On en déduit :
KB BA BA
KD AE AD

la premiére de ces égalités résultant du théo-

réme de Thalés. A nouveau le théoréme de A
Thalés dans le triangle ABC avec la paralléle
(HD) nous donne : M
HA AD AD Hb T D

HB DC AB
Des deux relations précédentes, on déduit : K

HA KB MA _

HB KD MD !

B C
ce qui donne la conclusion par le théoréme de Céva.

Solution de Uexercice 17. Notons a 'aire de ALB, b celle de CLD, c celle de ALD et d celle de
BLC. 1l s’agit de déterminer a + b + ¢ + d en fonction de a et de b.

Tout d’abord on remarque que les triangles ABD et ACB ont méme aire puisqu’ils ont une
base en commun (AB) et méme hauteur correspondante. Ainsi a + ¢ = a + d, soit ¢ = d. En
calculant les aires en utilisant les bases [C'L] et [BL], on obtient ¢/a = DL/BL. Et de méme, on
ab/d = DL/BL. 1l s’ensuit ¢/a = b/d = b/c et donc ¢® = ab. Finalement ¢ = vab et I’aire du
trapéze s’obtient par la formule a + b + 2vab = (y/a + vb)2.

Solution de 'exercice 18.

L
D C A

Premiére solution. On a CBA = C'/D\E7 puisque (CB) est perpendiculaire a (CD) et (BA) a
(DE). Tl en résulte que les triangles CBA et CDE ont leurs angles égaux, ils sont semblables,
et méme égaux car C'B = C'D par hypothése. Cela entraine CA = C'E.

Deuzieme solution. Les droites (EC) et (AB) sont deux hauteurs du triangle EDA. Leur inter-
section B est donc l'orthocentre du triangle, ce qui entraine que (DB) est la troisiéme hauteur.
Comme CDB est isocele rectangle, (DB) fait un angle de 7/4 avec (CB), et donc (AE), per-
pendiculaire & (DB), fait un angle de 7/4 avec (AC), perpendiculaire & (CB). Finalement ACFE
est un triangle rectangle isocéle, ce qui implique AC' = CFE.

Solution de Uexercice 19. Appelons I et J les centres des cercles inscrits dans ADB et ADC' :
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Les triangles ADB et ADC sont semblables, il existe donc une similitude (de centre D et d’angle
7/2) qui transforme ADB en CDA, et donc I en J. Il en résulte non seulement que (DI) et
(DJ) sont perpendiculaires (ce qu’on sait déja, puisque I et J sont sur les bissectrices des angles
droits ADB et 5D\A), mais aussi que % = D B 7 (puisque cette méme similitude transforme B
en A). Donc le triangle DIJ est lui aussi semblable au triangle DAB. 1l existe donc une autre
similitude qui transforme DIJ en DAB, et celle-ci est d’angle 7/4. Cela prouve que (I.J, AB) =
(KL,AB) = ©/4. Le triangle rectangle AKL a pour angles a la base m/4, il est donc isocele
et AK = AL. Par ailleurs, les triangles AKT et ADI sont égaux : les angles en A sont égaux
puisque (AI) est bissectrice de K AD les angles AKT et ADI valent tous deux 7 /4, et en outre
ils ont un coté commun Al. Il en résulte que AD = AK.

Quant a Paire de AKL, en prenant AK comme hauteur et AL comme base, elle vaut AK -
AL/2 = AD?/2. L’aire de ABC vaut AD - BC/2. 1l suffit donc de montrer que AD < BC/2.
Or le milieu M de [BC] est le centre du cercle circonscrit & ABC, ce qui donne BC'/2 = MB =
MC = MA > MD puisque [M A] est ’hypoténuse du triangle rectangle M AD.

Solution de Uexercice 20. La condition M A = kM B est équivante aprés élévation au carré et
factorisation 2 :

(MA+kMB) - (MA — kMB) = 0.

On traite d’abord le cas k # 1. On considére G le barycentre de ((A4,1), (B, k)) et G2 celui
—

de ((A,1),(B,—k)). La condition précédente est alors équivalente & MG1 MGy = 0 et donc

I’ensemble des points cherchés est le cercle de diameétre [G1G3].

Si k=1, on a simplement & « résoudre » M A = M B, et ’ensemble des points M solutions
est par définition la médiatrice du segment [AB].

Solution de l'exercice 21. Soit I'g le cercle de centre B et de rayon AB. On définit de méme les
cercles I'p et I'p. La perpendiculaire a (F'B) passant par A est ’ensemble des points qui ont
méme puissance par rapport a I'p et I'p. L'intersection de la perpendiculaire & (F'B) passant par
A et de la perpendiculaire & (BD) passant par C' est donc un point qui a méme puissance par
rapport aux trois cercles. Il appartient par le fait a la perpendiculaire a (DF') passant par E.

Solution de lexercice 22. Comme BGC et BE BFC sont rectangles respectivement en G G et F, les
points B, G, C et F sont cocycliques, d’ou GBF = GCOF. De méme, on montre que GBF = GEA
et AEF = GC’F et donc GEA = AEF. Ainsi la hauteur issue de A est la bissectrice de E dans
le triangle orthique. On conclut par un raisonnement analogue pour les deux autres hauteurs.
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B E c

Solution de Uexercice 23. On ajoute & la figure le point D symétrique de B par rapport a la
médiatrice de [AC] :

A

D

Si ’on note 3 'angle en B dans le triangle ABC, on a A/l%/:\ﬁ Par ailleurs, CD = AB = CZ
et donc le triangle DCZ est isocéle en C', ce qui implique DZC = . Ceci suffit & conclure a la
cocyclicité des quatre points X, Y, Z et B.

Solution de l'exercice 24. Pour faire intervenir la parité, il faut trouver une configuration d’un
certain nombre de cases sur lesquelles le nombre de signes (+) et de signes (—) soit toujours de
méme parité, & chaque étape. Ce n’est pas le cas de tout le damier, puisque certaines petites
diagonales ont une ou trois cases. Mais si ’on exclut les quatre coins et les quatre cases centrales,
chaque étape modifie un nombre pair des huit cases restantes. Comme initialement ces huit cases
contiennent un nombre impair de signes (—) (en l'occurrence, un seul), elles contiendront toujours
un nombre impair de signes (—) & toute étape du jeu, donc il restera toujours au moins un signe

(=)-

Solution de Uexercice 25. On découpe le grand carré en 25 petits carrés de taille % X % D’apres
le principe des tiroirs, il existe au moins trois points dans un de ces petits carrés. Or, un tel carré
V2

est inclus dans un disque de diameétre sa diagonale. Un tel disque a pour rayon Y5 < % Cela
répond a la question.

Solution de exercice 26. On appelle R,, le nombre de répétitions faites aprés le n-iéme jour. On
a Ry,41 > Ry, + 1 par hypothése. D’autre part, le groupe a répété au maximum 132 = 12 x 11
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fois puisqu’il y a onze semaines de répétition. Donc :
1<Ri<Ry<- < Ry <132.

On en déduit :
22 < R +21< Ry+21 < - < Ry7+21 <153.

Soit il existe 7 et j tels que R; = R; + 21, auquel cas, entre les jours 7 et j, le groupe a répété
21 fois, soit tous les nombres Ry, ..., Ryr, R1 4+ 21, ..., Ry + 21 sont deux a deux distincts. Mais
celd est impossible car les entiers précédents sont compris entre 1 et 153 et sont au nombre de
77 x 2 =154.

Solution de exercice 27. On procéde par récurrence sur n : on considére un carré de taille 271 x
271 dont on a retiré une case. Ce carré se partage en quatre carrés de taille 2" x 27 et la case
retirée tombe dans I'un d’entre eux. Ce « petit » carré est pavable par I’hypothése de récurrence.
Maintenant, on place une piéce au centre recouvrant les trois autres « petits » carrés. Cette piéce
prive chacun de ces carrés d’une case et donc ceux-ci deviennent pavables en utilisant & nouveau
I’hypothése de récurrence. Cela conclut.

Solution de l'exercice 28. a) On vérifie immediatement que la parité du nombre de balles rouges
ou blanches dans la boite est inchangée par toutes les opérations permises dans le jeu. Comme
le nombre de balles rouges ou blanches est pair (il vaut 2000) avant que l'on commence a jouer,
il est encore pair lorsque 'on arrive & la situation ot trois balles seulement sont dans la boite.
Si aucune de ces trois balles n’était verte, on aurait exactement trois balles rouges ou blanches
dans la boite, ce qui est impossible car le nombre 3 est impair. Il y a donc au moins une balle
verte dans la boite.

b) Apres quelques essais infructueux, on conjecture qu’il est impossible de ne laisser qu’une
seule balle dans la boite. On va donc chercher un invariant qui permet de conclure. Mais I'invariant
de la question précédente est trop grossier. Pour le raffiner, on va raisonner modulo 4 et pas
modulo 2. Aprés quelques tatonnements, on trouve que le reste modulo 4 du nombre B+2V 4+ 3R
ne change pas au cours du jeu (les nombres B, V, R sont les nombres de balles blanches, vertes
et rouges situées dans la boite). Au début du jeu, ce nombre vaut 0 car 2000 est divisible par
4. Mais s’il n’y a qu’'une seule balle dans la boite, ce nombre ne peut valoir que 1,2 ou 3. Il est
donc impossible de jouer de fagon a ne laisser qu'une seule balle dans la boite.

Solution de Uezercice 29. C’est le premier joueur qui gagne?. 11 lui suffit pour cela de commencer
par placer un carré centré en O puis de jouer toujours le carré symétrique (toujours par rapport
a O) de son adversaire.

Solution de lexercice 30. Raisonnons par ’absurde. Dans ce cas, si ABC est un triangle équila-
téral de coté 1, les couleurs des trois sommets sont deux 4 deux distinctes. Soient A et B deux
points du plan distants de v/3. Il existe alors des points M et N tels que les triangles AMN et
BM N soient tous les deux équilatéraux de coté 1. D’aprés la propriété précédente, les points A
et B sont nécessairement de la méme couleur.

En résumé, on vient de montrer que deux points distants de v/3 sont de la méme couleur. Mais
alors, si O est un point quelconque du plan, le cercle de centre O et de rayon v/3 est monochrome.
Or, il est facile de trouver deux points distants de 1 sur ce cercle. C’est une contradiction.

Solution de Uezercice 31. A chaque étape, il y a un nombre de moins sur le tableau, et la somme
de tous les nombres restants est elle aussi diminuée d’un, puisque a et b sont remplacés par

21l y a quand méme des subtilités : est-il toujours possible de poser un carré et est-on certain que le jeu s’arréte
nécessaire au bout d’un temps fini. Ce n’est pas clair du tout!
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a+b— 1. Il faudra donc 2004 étapes pour qu’il ne reste plus qu'un nombre sur le tableau, et ce
nombre sera :

2005 x 2006
(1424 +2005) — 2004 = %—2004:2009011.

Solution de exercice 32. Non, car si I'on considére les deux tétraédres réguliers ayant chacun
pour sommets quatre des sommets du cube, et pour arétes six des diagonales de faces du cube,
toute aréte du cube a un sommet sur I'un des tétraédres et I’autre sommet sur 'autre. Si 'on
ajoute 1 aux entiers des deux extrémités de ’aréte, on ajoute un & la somme des entiers du premier
tétraédre, mais on ajoute aussi un a la somme des entiers du second tétraédre : la différence entre
ces deux sommes est donc invariante. Or dans la position initiale, cette différence est égale a 2,
elle sera toujours égale a4 2, ce qui entraine que les entiers des sommets ne seront jamais tous
égaux.

Solution de ’exercice 33. Considérons la configuration pour laquelle la somme des longueurs des
segments est minimale. Cette configuration ne peut pas contenir un croisement parce que si les
deux segments [F'P] et [F'P'] se croisaient (F' et F’ désignent des fermes, alors que P et P’
désignent des puits), la configuration obtenue en remplagant ces deux précédents segments par
[FP'] et [F'P] serait plus « petite ».

Solution de l'exercice 34. Posons :

..... - et B: B I

Le produit AB se simplifie et donne au final AB = WIO' Par ailleurs, on a % > %, % > %, etc. et

donc B > A. On en déduit A? < AB = 1(1)—0 et donc A < %0 (puisque A > 0).

De méme, on montre B/2 < A et donc A% > - Ainsi 4 > 1= > L.

V200

Solution de l'exercice 85. Pour tout ¢, notons F; ’ensembles des derniers chiffres des nombres
de E;. Par hypothése les F; forment une suite décroissante de sous-ensembles non vides de Ej.
Comme FEj est fini, cette suite est stationnaire, et en particulier il existe un entier appartenant
A tous les Fj. Cet entier sera le chiffre des unités du « nombre avec une infinité de chiffres » que
I'on cherche & construire.

A ce stade, on élimine des E; (pour tout i) tous les entiers qui ne se terminent pas par
Ientier retenu. Les « nouveaux » Ej; vérifient encore la méme hypothése et en recopiant le méme
argument que précédemment, on prouve qu’il existe un chiffre des dizaines du « nombre avec
une infinité de chiffres » tel qu’il existe dans chacun des F; un nombre se terminant par les deux
chiffres construits.

De proche en proche, en appliquant encore le méme raisonnement, on construit tous les chiffres
du « nombre avec une infinité de chiffres ».

Solution de l'exercice 36. Notons f le nombre de faces. Le nombre d’arétes d’une face F' donnée
est le méme que le nombre de faces adjacentes & I, ¢’est donc un entier compris entre 1 et f — 1.
Le principe des tiroirs fournit la conclusion.

Solution de exercice 37. On considére un triangle équilatéral de coté d. D’aprés le principe des
tiroirs, il a deux sommets de méme couleur. Cela donne une solution.

Solution de I'exercice 38. Définissons la suite (u,) par up = 0 et la formule de récurrence :

Up+1 = \/2 =+ Up.
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La question revient & donner une formule close pour u,. Or, on se rappelle que ’on dispose de
la formule :
2cos® a = 1 + cos(2a)

valable pour tout «. Si I'on pose f(z) = 2cosz, la formule précédente se réécrit sous la forme

suivante :
f(x) = /2 + f(22)
V2 I@=1(5)-

Cette derniére expression est tout a fait propice a la résolution de I'exercice, puisque 1'utilisant,
on montre sans difficulté par récurrence que u, = f(7/2""1). D’oil finalement I’expression :

™
Up = 2 cos <W) .

ou encore :

Solution de l'exercice 39.

Premiére solution. On procéde par récurrence. Le résultat est vrai pour 8 = 5 + 3. Par ailleurs,
si une somme n est payable avec des pieces de 5 et des piéces de 3, soit on utilise au moins une
piéce de 5 et en remplacant celle-ci par deux piéces de 3, on paye la somme n+ 1, soit on n’utilise
que des piéces de 3, mais comme n est au moins égal & 8, on utilise au moins trois pieces de 3,
et en remplagant trois des piéces de 3 par deux piéces de 5 on paye la somme n + 1.

Deuzieme solution. L'entier n s'écrit soit 3k (auquel cas il est payable avec k piéces de 3), soit
3k + 1 (auquel cas, si k est au moins égal a 3, il est payable avec (k — 3) pieces de 3 et 2 pieces
de 5), soit 3k + 2 (auquel cas, si k;2C est au moins égal a 1, il est payable avec (k — 1) piéces de
3 et 1 piece de 5), ce qui explique que seuls 1, 4, 7 et 2 ne soient pas payables avec des piéces de
3 et des piéces de 5.

Solution de l’exercice 40. On peut en placer 32, car un cavalier placé sur une case blanche ne
peut prendre qu'une case noire. Si 'on place les 32 cavaliers sur les 32 cases blanches de 1’échi-
quier, ils sont mutuellement imprenables. Encore faut-il prouver qu’on ne peut pas en placer
davantage. Subdivisons I’échiquier en 8 rectangles de 2 x 4 cases. Si on place plus de 32 cavaliers
sur ’échiquier, 'un de ces rectangles contient plus de 4 cavaliers. Or sur chaque case d’'un tel
rectangle, un cavalier peut prendre une autre case du méme rectangle. S’il y a n cavaliers dans
ce rectangle, ces n cavaliers controlent n autres cases du méme rectangle, et pour qu’ils soient
mutuellement imprenables il faut que ces n autres cases soient vides, ce qui n’est pas possible
dés lors que n est strictement supérieur & 4.

Solution de Uexercice 41. Si l'on colorie les cases du rectangle comme un damier, on remarque

que toutes les piéces recouvrent forcément deux cases de chaque couleur sauf la piéce
La conclusion en résulte puisqu’il y a autant de cases de chaque couleur dans le rectangle.

Solution de l'exercice 42. Ce probléme difficile utilise et un raisonnement par récurrence, et le
principe des tiroirs. Tout d’abord, le résultat est vrai pour n = 1, car trois entiers distincts de
{=1,0,1} ne peuvent étre que —1, 0 et 1 et leur somme est bien nulle. Supposons donc (hypotheése
de récurrence) que pour un n > 1, ce résultat soit vrai, et montrons qu’il est encore vrai pour n+1.
Considérons un ensemble E de 2n + 3 entiers distincts de Uintervalle A, 11 = [—2n —1,2n + 1].
Parmi deux, combien appartiennent aussi a intervalle A, = [-2n + 1,2n — 1] 7 1l peut y en
avoir soit 2n 4 3, soit 2n + 2, soit 2n + 1, soit 2n, soit 2n — 1, car seuls quatre nombres de A, 41
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n’appartiennent pas & A,. Si 2n + 1 (ou plus) entiers de E appartiennent a A,, en utilisant
I’hypothése de récurrence, on peut trouver parmi eux trois entiers dont la somme est nulle. Il
reste & étudier les cas ou trois ou quatre entiers de E n’appartiennent pas a A,. L’idée est de
regrouper les entiers de A, en un certain nombre de paires dont la somme soit 'opposé de I'un des
entiers de F n’appartenant pas & A,. Si le nombre de paires ainsi formées est inférieur au nombre
d’entiers de F, le principe des tiroirs permettra d’affirmer que deux entiers de E appartiennent
4 la méme paire, leur somme sera opposée & l'un des entiers de E, ce qui prouve que la somme
de trois entiers de E sera nulle.

Or ceci est réalisable en distinguant deux cas : si, parmi les trois ou quatre entiers de F
n’appartenant pas a A, figurent 2n+1 et —(2n+1), on choisit comme paires : (1,2n), (2,2n—1),
(3,2n—2), jusqu’a (n,n+1) dont la somme est opposée & —(2n+1), et (0, —(2n+1)), (=1, —2n),
jusqu’a (—n, —(n + 1)) dont la somme est opposée a (2n + 1). Les 2n + 2 entiers de E autres
que 2n + 1 se distribuent entre ces 2n + 1 paires de sorte que deux d’entre eux appartiennent
a la méme paire. Si maintenant I'un des entiers 2n + 1 ou —(2n + 1) n’appartient pas & F,
par exemple 2n 4+ 1, comme on est dans le cas ou trois ou quatre entiers de E appartiennent
a{—2n+1),—2n,2n,2n + 1}, alors les trois autres de ces quatre entiers appartiennent a F,
notamment —(2n + 1) et 2n. On choisit comme paires (1,2n),...,(n,n + 1) dont la somme est
opposée a —(2n + 1) et (0,—2n),(1,—(2n — 1)),...,(=(n —1),—(n + 1)), de somme opposée a
2n. Tous les éléments de E se répartissent dans ces 2n tiroirs sauf —(2n + 1) et éventuellement
—n (qui n’appartiennent & aucun tiroir), car 2n + 1, lui, n’appartient pas & F; cela fait au moins
2n + 1 éléments dans 2n tiroirs : une fois encore, deux d’entre eux seront dans le méme tiroir, ce
qui achéve la démonstration.

Solution de l'exercice 43. Colorions en rouge les arcs diamétralement opposés de ceux coloriés en
bleu. Certains arcs seront peut-étre simultanément rouges et bleus, mais ce qui est certain, c’est
que la longueur des arcs rouges ou bleus sera strictement inférieure au double de la longueur des
arcs bleus, donc & 360°. Cela signifie qu’on peut trouver au moins un point A du cercle qui ne
soit ni rouge ni bleu : A n’appartient pas aux arcs bleus, et le point B diamétralement opposé a
A n’appartient pas non plus aux arcs bleus (sinon A serait rouge), donc le diamétre [AB] répond
a la question.

Solution de lexzercice 44. Soit N un entier suffisamment grand, tel que 1/N < £2. Divisons
Iintervalle [—1,1[ en N tiroirs [k/N, (k + 2)/N|, et plagons-y les (N+1) valeurs : cos0, cos?2
jusqu’a cos(2N). On admettra qu’aucun de ces cosinus n’est égal & 1 (si 'on avait cos(2k) = 1,
on aurait sin(2k) = 0 et le probléme serait trivialement résolu, mais ce n’est pas possible car 7
n’est pas rationnel). Deux de ces cosinus, cos(2a) et cos(2b) se trouvent dans le méme tiroir, ce
qui entraine :

| cos(2a) — cos(2b)| < 2¢2.

Or cos(2a) — cos(2b) = 2sin(b+ a) sin(b — a). Le n cherché est soit b+ a, soit b — a, car si aucun
de ces deux sinus n’était inférieur a € en valeur absolue, leur double produit ne serait pas, en
valeur absolue, inférieur & 2e2, ce qui achéve la démonstration.

Solution de l'exercice 45. Considérons les 1024 nombres B1k1+ Baka+- - -+ PB1ok10 obtenus lorsque
les 3; parcourent {0, 1}. D’apreés le principe des tiroirs, deux d’entre eux ont le méme reste modulo
1001. Leur différence est alors un mutiple de 1001 et de la forme donnée dans ’énoncé.

Solution de l'exercice 46. On se rappelle que 'on dispose de la factorisation :

a® —b" = (a—b)(a" " +a" b+ ab" 0"

de sorte que pour tout n et pour tous entiers a et b, on a a — b divise a’ — b™. Ainsi, si P est un
polynome a coefficients entiers, a — b divise P(a) — P(b).
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Si un tel P existait, 5 = 12 — 7 devrait diviser 6 = P(12) — P(7), mais ce n’est pas le cas. Un
tel polynéme n’existe donc pas.

Solution de lexercice 47. Fixons N > 0 et nous considérons les nombres 0, {a}, {2a},...,{Na}
(ou {-} désigne la partie décimale. Il s’agit de nombres compris entre 0 et 1 et donc d’apres le
principe des tiroirs appliqués avec les intervalles [k/N, (k + 1)/NJ, il existe deux entiers distincts
i et j compris entre 0 et N tels que {«i} et {aj} soit dans le méme intervalle. On a alors :

. . 1
{ai} — {ag} < 5

ce qui signifie encore qu’il existe un entier p tel que :
joli — ) ~pl < 5
alt—7)— —.
J Pl = N
En divisant par ¢ — j, on obtient :
1 1
.p.‘g <
i—j| T N(@—j) = (i—J)
On obtient donc un couple comme dans le demande 1’énoncé en prenant ¢ = — j.
Il reste & prouver qu’il existe une infinité de tels couples. Mais la démonstration précédente

prouve en plus que dés que l'on fixe un entier N, on peut trouver un couple vérifiant la condition
de I’énoncé ainsi que la condition supplémentaire :

o —

o — Pl < i
q| — N
Ainsi on peut trouver des couples (p, q) tels que la fraction g soit arbitrairement proche de «, et
comme ce dernier est supposé irrationnel, on peut en trouver une infinité.

Solution de Uezercice 48. En faisant « x = 0 », on obtient f(0) — f(0)? > 1/4, ce qui se réécrit
(f(0) —1/2)* # 0. On en déduit f(0) = 1/2. De méme, on obtient f(1) = 1/2. Finalement f ne
peut étre bijective.

Solution de Uexercice 49. L’inégalité de moyenne entre moyenne d’ordre 2 et d’ordre 3 donne
aprés élévation au carré :

22 4 2 . 23 4 B 2/3
2 - 2 )

5 N . $3+y3 [ 4 L.
L’hypotheése dit que =—5* > 1, d’ou on déduit :

23 443 2/3<x3+y3
2 2 ’

En regroupant les deux inégalités précédentes, on obtient 22 — 22 < y? — y3. Mais on a toujours
y? — % < y® — 9yt et cela conclut.

Solution de Uexercice 50. Soit f une fonction. On définit :
f@) + f(—=)

f@) = f(=z)
2
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On vérifie directement que p est paire et ¢ impaire et que f = p + 1.

Solution de 'exercice 51. Posons a = f(0). En faisant « y = 0 » dans 1’équation précédente, on
obtient f(z—a) = 1—=z. En posant t = x — a, il vient pour tout réel ¢, f(t) = c—t avecc=1—a.
On peut alors calculer :

fla—fy)=flx—ct+y)=2c—x—y.

Ainsi la fonction f est solution si et seulement si ¢ = % On en déduit que 'unique fonction

solution est x — % — .

Solution de l'exercice 52. 11 est clair que I'identité est une solution du probléme. Prouvons que
c’est la seule. Soit f une solution éventuelle. De la premiére condition et par une récurrence sans
difficulté, on déduit que, pour tout z € Q™ et tout n € N, on a f(z +n) = f(z) +n.

Soient a,b € N*. On a (% + 6)2 = (%)2+b2 + 2a. Par suite, en utilsant la deuxiéme condition,
il vient :

HG0) = Gro) = (G ) = () o v (5).

D’autre part :

PG+ ) =r((5) v v2a) = ((5)) 220 (1 (5)) #0720

Des deux égalités précédentes, on déduit immeédiatement bf (%) =a,cad. f (%) =%
Ceci étant vrai quels que soient les entiers strictement positifs a et b, cela entraine que
f(z) = z pour tout z € Q™.

Solution de Uexercice 53. C’est une application directe de l'inégalité de réordonnement apres
avoir remarqué que les nombres a?, b2, ¢? sont rangés dans le méme ordre que a, b, c.

Solution de l'exercice 54. 1’équation fonctionnelle obtenue en remplacant successivement x par

t, ﬁ et % — 1 donne les trois égalités :
@)+ f(— =
x =) = °

1 1 1
f(w)”(“;g) - T

f<1—;—1)+f<x) -t

X

En additionnant la premiére et la troisiéme égalité et en retranchant la troisiéme, on trouve :

f(x):;<x+1—1— ! )

r 1—=x

Réciproquement que la fonction donnée par la formule précédente est bien solution.

Solution de Uexercice 55. Avec m = 1, la relation donne :

fln+1)=f(n)+n+1
ce qui donne une relation de récurrence simple. Exactement :

n(n%—l).

fmy=n+fn—-1)=n+n-1)+f(n—-2)=--=n+n-1)+---+1= 5
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Il y a donc une unique fonction solution : elle est donnée par la formule précédente.

Solution de lezercice 56. En faisant « & = 0 », on obtient I'égalité yf(0) = 32 f(0) qui doit étre
vérifiée pour tout réel y, ce qui n’est possible que si f(0) = 0. Avec z = 1, il vient f(y)+yf(1) =

(1+y?) f(y) don f(y) = % pour tout y # 0. Seules peuvent étre solutions les fonctions de la
forme f définies par f(x) = & (pour un certain entier a, en 'occurrence f(1)) et f(0) = 0.
Réciproquement, on vérifie que ces fonctions conviennent bien.

Solution de Uexercice 57. Sans hypothése de continuité, il y a énormément de solutions. On re-
marque déja que ’hypothese implique f(z) = f(2"z) pour tout réel = et tout entier relatif
n.

Précisément, on définit f n’importe comment sur A = {0} U [1,2[U] — 2, —1]. Pour tout réel
z # 0, il existe un unique entier (relatif) n tel que 2"z € A. On définit alors f(2"z) = f(x).
On obtient ainsi toute une série de fonctions solutions et il est passablement clair que toutes les
solutions s’expriment ainsi.

Traitons maintenant la question avec ’hypothése de continuité. Pour tout réel x, on a f(z) =
f(z/2™) et donc par passage a la limite (quand n — +00), il vient f(z) = f(0). On en déduit que
la fonction f est constante. Réciproquement il est clair que les fonctions constantes conviennent.

Solution de Uexercice 58. L’inégalité arithmético-géométrique s’écrit :

1 /z T T T T T
n \ro T3 I o X3 T1

ce qui donne directement la conclusion.

Solution de lexercice 59. En remplacant x et y par 0, on obtient f(0)2 = f(0), d’ott f(0) vaut
0 ou 1. Cependant, en faisant « x = 0» et « y = 1 », il vient f(0)(f(1) —1) = 1. Ainsi la valeur
0 est exclue pour f(0), et nécessairement f(0) = 1. Faisons & présent « y = 1». On obtient
directement f(z) =z + 1.

Il n’y a donc que la fonction = +— = + 1 qui est solution (on vérifie réciproquement qu’elle
convient bien).

Solution de lexercice 60. Les deux derniéres relations entrainent :

FUFn+2)+2)) = fln) = f(n+2)+2

d’ott on déduit g(n) = g(n + 2) ou g est définie par g(n) = f(n) +n. On a g(0) = 1 et
f(1) = f(f(0)) =0, d’ou g(1) = 1. On en déduit directement que g est la fonction constante
égale a 1 puis que f(n) =1—n.

Réciproquement on vérifie que la fonction n — 1 — n est bien solution.

Solution de l'exercice 61. En remplacant x par —1/x dans I’équation fonctionnelle, on obtient :

—af (;) b fm) =t

En multipliant I’équation de ’énoncé par = et en I’additionnant a la précédente égalité, on obtient

2f(—z) = 2 — 1 puis finalement :

x? 1

On vérifie réciproquement que la fonction précédente convient bien.
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Solution de ’exercice 62. On considére une suite (a,) qui vérifie la condition de I’énoncé. Soit n
un entier au moins égal & 1. On classe les éléments de la suite dont les indices sont compris entre
1 et n pour obtenir une permutation o de {1,...,n} telle que :

Og(1) < Qg(2) <+ < Ag(p)-

L’hypothése de I’énoncé nous donne, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, 'inégalité :
S 1
ao‘(l+1) a’a’(’L) - O'(’L) +O'(Z + 1)
Sommant ces inégalités, il vient, puisque l'on a a1y > 0 :

c> ! + = +...+ ! .
“o(1)+0(2)  o(2)+0(3) on—1)+0o(n)

On passe a l'inverse pour obtenir :

<

Q=
—_

On peut maintenant utiliser l'inégalité entre moyenne harmonique et moyenne arithmétique, qui
nous donne :

1 < cl)+c(2)+0(2)+03)+...+0(n—1)+0c(n)
c~ (n—1)2
soit :
1 < 20(1)+0(2)+0@3)+...+0(n—1)+0c(n)) —o(l) —o(n)
c (n—1)2 '

Mais les o (i) sont exactement les entiers compris entre 1 et n. Leur somme vaut donc w On
a donc obtenu l'inégalité :

n(n+1)

(n—1)%

Faisant tendre n vers I'infini, on trouve bien le résultat demandé.

1
- <
c

Solution de Uexercice 63. Soit x € R. L’équation fonctionnelle fournit les trois relations sui-
vantes :

fe+)+ fle—1) = V2 f(x)
flx+2)+ f(z) V2 flz+1)
f@)+flz—2) = V2 f(z-1).

En multipliant la premiére par v/2 et en lui ajoutant les deux autres, il reste f(z+2)+f(z—2) = 0,
ou encore f(x +2)=—f(x+2).

Ainsi si x est un réel, on peut écrire f(z) = —f(x +4) = f(z + 8), d’ou on déduit que la
fonction est 8-périodique.

Solution de lexercice 64. Avec y = 0, on récupere 2f(z) = f(3z) pour tout entier z. En particu-
lier f(0) =0. Avec y =z, on a f(2z) = f(3x) et donc en combinant avec la relation précédente
f(2z) = 2f(x). Les égalités précédentes donnent pour tout n, f(4n) = 2f(2n) = f(9n). Or en
prenant x = 3n et y = n. Il vient f(4n) + f(2n) = f(9n), d’ou f(2n) = 0 puis f(n) = 0 puisque
F(2n) = 2f(n)

Finalement f est la fonction nulle.
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Solution de Uexercice 65. Tout d’abord, f est injective car si 'on avait f(n) = f(m), on en
déduirait 3n = 3m et donc n = m. Par ailleurs f(1) = 1 : en effet, comme f(n) > 1 pour
tout n (puisque f prend ses valeurs dans N*), on a f(f(f(1)) + f(f(1)) > 2 et donc pour avoir
FOUFOF) + £(F(D) + f(1) = 3, il est nécessaire d’avoir f(1) = 1.

Prouvons par récurrence que pour tout n, on a f(n) = n, 'hypothése de récurrence étant
f(k) = k pour tout k& < n. Cette hypothése est vérifiee pour n = 1. Faisons I’hérédite. Si
f(n+1) =k <n,alors f(n+1) = f(k) en appliquant f et en utilisant I’hypothése de récurrence.
Ceci contredit l'injectivité de f. On en déduit f(n + 1) > n + 1. Mais pour la méme raison,
f(f(n+1)) et f(f(f(n+1))) sont supérieurs ou égaux a n+ 1. La conclusion résulte de 1’égalité :

fUG+D)+f(f(n+1) + f(n+1) =3(n +1).

En conclusion, la seule fonction qui convient est I'identité.

Solution de ’exercice 66. Montrons tout d’abord qu’une telle fonction devrait étre bijective et
vérifier f(0) = 0. En faisant « x = 0 », il vient f(f(y)) = f(0) — y. Ainsi si y; et y2 sont deux
réels tels que f(y1) = f(y2), on obtient en composant par f, f(0)—y1 = f(0) —y2 et puis y1 = yo.
Cela démontre U'injectivité de f. Alors de f(f(0)) = f(0) on tire f(0) = 0. En outre, I'égalité
f(f(=y)) = y prouve que tout entier y est atteint par f. Ainsi f est surjective puis bijective.
Dés lors, tout entier z est I'image par f d’un entier y de sorte que, quels que soient les entiers
x et z, on ait f(zr+2) = f(z) —y. Or f(z) = —y, d’ott on tire f(x + 2) = f(z) + f(2). On en
déduit qu’il existe un entier a tel que f(z) = ax pour tout z. Mais il en résulte f(f(z)) = a’x

ce qui est incompatible avec f(f(y)) = —y puisqu’il n’existe aucun entier a tel que a? = —1.




Activité I11

Les punitions

Certains éléves! ayant commis des fautes d’orthographe inadmissibles, se sont
vus infliger de sévéres punitions. Nous les reproduisons ci-dessous.

Orthocentre, orthocentre, orthocentre,

orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre,
orthocentre, orthocentre.

Cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques,
cocycliques, cocycliques.

orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,

cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,

!'Dont nous tairons le nom...

orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,

cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,

o7

orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,

cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,

orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,

cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,

orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,
orthocentre,

cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
cocycliques,
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Parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,

parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,
parmi, parmi,

parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,

parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,

parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,

parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
parmi,
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parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi,
parmi, parmi, parmi, parmi, parmi.

Maintenant, il faut faire le prochaine stage & Sophia-
Antipolis parmis les nombreux choix qui se proposent & nous.



Activité IV

La sentence

Trois séances de travail écrites ont ponctués ce stage. On donne dans ce docu-
ment les énoncés et les solutions.

1 La bienvenue

Exercice 1. Dans une assemblée, on a remarqué les deux propriétés suivantes :

1. si A et B sont deux personnes différentes, alors A est amoureux de B, si et seulement si B
n’est pas amoureux de A;

2. si A, B et C sont trois personnes difféntes telles que A est amoureux de B, et B est
amoureux de C, alors C est amoureux de A.

Combien y a-t-il de personnes au maximum dans cette assemblée ?
Exercice 2. Existe-t-il une fonction f: R — R telle que fo fo f =id et f(0) = 20057

Exercice 3. Sur un cercle de centre O, on place deux points A et B tels que I'angle AOB

soit aigu. Si P est un point de 'arc AB, on désigne par C et D les projetés orthogonaux de P
respectivement sur (OA) et (OB). Montrer que la longueur du segment [C'D] ne dépend pas de

la position de P sur l'arc AB.

2 Le mi-parcours

Exercice 4. Si A = (a1,...,a,) et B = (b1,...,b,) sont deux suites de bits (i.e. de 0 ou de
1) de longueur n, on définit leur distance! notée d(A, B) comme le nombre d’indices i tels que
a; 7é bi.

On se donne ABC un triangle équilatéral, c’est-a-dire trois suites A, B et C' de longueur n
telles que d(A, B) = d(B,C) =d(A,C).

a) Montrer que d = d(A, B) = d(B,C) = d(A, C) est un entier pair.
b) Montrer qu’il existe une suite D telle que d(D, A) = d(D,B) = d(D,C) = g.

Exercice 5. Soit un triangle ABC'. Sur son cercle circonscrit, on place deux point L et N sur

larc BC ne contenant par A. On désigne par K (resp. M) U'intersection du segment [AL] (resp.
[AN]) avec [BC]. On suppose que les quatre points K, L, M et N sont cocycliques.
Montrer que le triangle ABC' est isocéle.

!Cette distance s’appelle la distance de Hamminyg.

29
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Exercice 6. Sandrine et Xavier jouent au jeu suivant. Sur une table sont disposées 2005 allu-
mettes. Chacun son tour, chaque joueur retire un certain nombre d’allumettes, mais au moins
une et pas plus de la moitié des allumettes restantes. Celui qui gagne la partie est celui qui laisse
une unique allumette sur la table. Sachant que ¢’est Sandrine qui commence a jouer, déterminer
quel joueur posséde une stratégie gagnante.

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction. On suppose que pour tout réel a # 1, la fonction
z+— f(x) + f(az) est affine?. Montrer que f est affine.

3 Le jugement dernier

Exercice 8. On considére une fonction f : N* — R vérifiant :
FO) +f2)+ -+ f(n) =n*f(n)

pour tout entier n > 1. Si f(1) = 2005, combien vaut f(2005)?

Exercice 9. Deux cercles se coupent en deux points distincts P et (). Une droite qui rencontre le
segment [PQ)] coupe les deux cercles en A, B, C et D dans cet ordre. Montrer que APB = CQD.

Exercice 10. Sin est un entier strictement positif, on note S,, 'ensemble des entiers de 1 & n.

a) Trouver toutes les valeurs de n pour lesquelles on peut partager Sy, en deux sous-ensembles
disjoints dont les sommes des éléments sont égales.

b) Trouver toutes les valeurs de n pour lesquelles on peut partager .S, en trois sous-ensembles
disjoints dont les sommes des éléments sont égales.

Exercice 11. Soient ABCD un quadrilatére (convexe) inscriptible et @ le milieu de [AB]. On
note S le point d’intersection des diagonales et P et R les projetés respectifs de S sur les droites
(AD) et (BC). Montrer que PQ = QR.

4 Les solutions

Solution de Uexercice 1. Nous allons montrer tout d’abord qu’il ne peut pas y avoir deux per-
sonnes A et B amoureuses d’un méme individu X. Supposons par I’absurde que cela puisse
arriver. Alors, si A était amoureux de B, par la deuxiéme propriété, X serait amoureux de A
(puisque B est amoureux de X). Mais cela n’est pas possible puisque A est amoureux de X. De
méme, on montre qu’il est impossible que B soit amoureux de A. Pourtant la premiére propriété
stipule qu'une de ces deux alternatives doit se produire. Cela forme une contradiction et montre
la propriété.

Comme corollaire du résultat précédent, on déduit que si A est amoureux de B, alors B est
amoureux de tous les individus & Uexception de A.

Supposons & présent que ’assemblée contienne au moins quatre personnes que nous désigne-
rons par les lettres A, B, C' et D. On peut supposer sans perte de généralité que A est amoureux
de B. Mais alors, par la premiére propriété, B est amoureux de C et de D. Ainsi C' et D sont
tous les deux amoureux de toutes les personnes a I'exception de B. En particulier, ils sont tous
les deux amoureux de A et on a vu que cela ne pouvait pas se produire.

2Une fonction affine est une fonction de la forme z — ax + 8 pour deux réels a et 3.
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On déduit de cela que ’assemblée ne peut contenir plus de trois personnes. Or avec trois
personnes, il est facile d’imaginer une situation qui fonctionne : A est amoureux de B, B est
amoureux de C' et C est amoureux de A.

Solution de Uexercice 2. Une telle fonction existe, mais pour la construire il est plus simple de
bricoler une définition ad hoc plutot que de faire la liste des fonctions usuelles connues. Une
définition simple est la suivante :

F(0)=2005 ;  f(2005)=1 ;  f(1)=0

et f(x) = z pour toutes les autres valeurs du réel z. Il est immédiat de vérifier qu’elle convient
bien.

Solution de Uexercice 3. Comme pour tout exercice de géométrie, on commence par tracer une
figure propre :

et comme d’habitude on profite de la figure pour introduire des nouvelles notations. Appelons
également R le rayon du cercle.

Premiére solution. Il s’agit simplement de calculer la longueur C'D en fonction des données du
problémes. On calcule d’abord les longueurs OC et OD. Dans le triangle (rectangle) OCP,
on exprime OC = Rcosa. De méme, on obtient OD = Rcosf, et finalement par la formule
d’Al-Kashi :

CD? = R*(cos? o 4 cos? 3 — 2 cos av cos f3 cos(av + 3).
Il s’agit de montrer que cette derniére expression ne dépend pas de la position de P, ¢’est-a-dire

ni de a, ni de § mais seulement de la somme v = a+ (3. On élimine donc par exemple la variable
3 dans 'expression de C'D? en remplacant cos 3 par :

cos(y — @) = cos~y cos o + sin 7y sin a.
On obtient :

CD? = R?*(cos® a+ cos®ycos® a + 2 cosycos asinysin a + sin? ysin® a
—2 cos? a cos® y — 2€os 7y cos asin 7y sin @)
= R*(cos® a — cos? vy cos? a + sin? vy sin? )

2

Or, sin?y =1 — cos? v et sin? @ = 1 — cos® v, d’ont :

2

sin? ysin? a = 1 — cos® v — cos? a 4 cos? a cos? 7.

En réinjectant dans U'expression de C'D?, il reste finalement CD? = R%(1 — cos? ) = R?sin?~,

d’ott CD = Rsin~y. Ceci conclut.

Deuziéme solution. La seconde solution parvient a la méme formule (C'D = Rsin<y) mais par un
raisonnement plus géométrique. Rappelons tout d’abord que dans la situation suivante :
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T

N

on dit que 'angle ¢ intercepte I'arc M N et on a alors la formule bien pratique M N = 2rsinp
ou r désigne le rayon du cercle.

Revenons a ’exercice. On remarque que puisque les angles en C et en D sont droits, les points
P, O et C et D sont situés sur un méme cercle de diametre [PO] (et donc de rayon r = R/2).

Dans ce cercle, I'angle v = o + 3 intercepte 'arc C'D. On en déduit par la formule précédente
que CD = 2rsiny = Rsin~.

Solution de l’exercice 4. a) Notons (ay,...,a,) la suite A, (b1,...,b,) la suite B et (c1,...,¢n
la suite C. Si x et y sont deux éléments de {0,1}, notons d(z,y) = 0si z = y et d(z,y) =
sinon. Par définition :

)
1

et des formules analogues pour les autres distances.

Fixons un indice ¢. Parmi les trois nombres a;, b; et ¢;, il y en a forcément deux qui sont égaux.
Supposons par exemple que a; = b; (les autres cas se traitent de meme). On a alors d(a;, b;) = 0.
Si ¢; = a;, on a de plus d(a;, ¢;) = d(b;, ¢;) = 0 et sinon d(a;, ¢;) = d(bs, ¢;) = 1. Dans tous les cas
d(a;, b;) + d(b;, ¢;) + d(a;, ¢;) est un nombre pair (il vaut 0 ou 2). En sommant tous ces nombres,
on arrive & 3d = d(A, B) + d(B,C) + d(A, C) est pair. Ceci entraine que d est pair.

b) On fixe & nouveau un indice i. Si a; = b; = ¢;, on définit d; = a;. Sinon, on définit
d; comme la valeur qui apparait deux fois dans {a;,b;,c;}. On vérifie que dans tous les cas
d(ai,b;) = d(di,a;) + d(d;,b;) d’ou en sommant (et en notant D = (di,...,dy)) d(D,A) +
d(D,B) = d. De méme, on a d(D,B) 4+ d(D,C) =d(D,A) +d(D,C) = d, et on déduit du tout
que d(D,A) = d(D,B) =d(D,C) = 4.

Solution de lexercice 5. On commence par faire une figure :

A
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Les angles ABC et ANC interceptent tous les deux 'arc AC, ils sont donc égaux. De méme, on

a CAL = CONL puisque ces angles interceptent ’arc C L. On en déduit que ILNA=a + 3 (avec
les notations de la figure) et donc puisque les quatre points K, L, M et N sont cocycliques, il
vient :

A/K\C':m:w—mzw—a—ﬁ.

Du fait que la somme des angles du triangle AKC' vaut m, on déduit ACB = 0, ce qui prouve
que le triangle ABC' est isocéle en A.

Solution de Uexercice 6. Supposons qu’il n’y ait que 2 allumettes sur la table au commencement
du jeu. Alors il est clair que Sandrine a une stratégie gagnante. Par contre, si on commence avec
3 allumettes, Sandrine est obligée d’en prendre une et donc d’en laisser deux. Ainsi elle laisse
Xavier dans la position favorable précédente.

Si on commence avec 4, 5 ou 6 allumettes, Sandrine peut toujours s’arranger pour en laisser
3 et ainsi Xavier perd puisqu’il se retrouve dans la position défavorable que 'on vient de voir.
Pour 7 allumettes, Sandrine est contrainte d’en laisser 4, 5 ou 6 et donc perd.

On continue ainsi : pour un nombre d’allumettes compris entre 8 et 14, ¢’est Sandrine qui
gagne; pour 15 allumettes, c’est Xavier; pour un nombre d’allumettes compris entre 16 et 30,
c’est Sandrine ; pour 31 c’est Xavier. On montre ainsi par récurrence que les seuls nombres pour
lesquels Xavier gagne sont ceux de la forme 2" — 1. Comme 2005 n’est pas de cette forme, c’est
Sandrine qui a une stratégie gagnante?.

Solution de Uexercice 7. Définissons les fonctions ¢ et 1 par les formules :

Ce sont des fonctions affines par hypothése. La conclusion résulte de I’écriture :

_ p(@) +¢P(z) — ¢(27)
fz) = > :

Remarque. La solution précédente est « si compliquée » parce que I’énoncé original ne faisait
I’hypothése que pour a > 1. Ici, la conclusion est tout & fait immédiate si on pense a 'appliquer
I’hypothése avec a = 0.

Solution de ’exercice 8. La formule permet de calculer les f(n) de proche en proche. Dans un
premier temps, en prenant « n = 2 », on obtient :

2005 + f(2) = 4f(2)

d’ott on trouve f(2) = 20%. En faisant «n = 3», on calcule f(3) = 2. En poursuivant
légérement les calculs, on intuite la formule générale f(n) = i?ﬁgﬁ? que l'on démontre sans mal

par récurrence. Ainsi f(2005) = i

Solution de l'exercice 9.

3L étude précédente donne meéme la stratégie : Sandrine doit s’arranger pour laisser un nombre d’allumettes
la forme 2" — 1; par exemple, au premier coup, il faut qu’elle en laisse 1023 et donc qu’elle en prenne 982, ce qui
est bien possible.
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La conclusion provient directement d’une chasse aux angles :

APB = APQ — BPQ = ACQ — BDQ = = — (QCD + CDQ) = CQD.

Solution de ’ezercice 10. Dans ce qui suit, si A est un ensemble de nombres entiers, on notera
0(A) la somme des éléments de A.
a) On sait bien que o(S,) = w Si 'on peut partager S, en deux sous-ensembles disjoints
(n+1)
2

dont les sommes des éléments sont égales, alors ™ doit étre pair, ce qui signifie que I'un des
entiers n et n + 1 est divisible par 4, c’est-a-dire que n est congru a 0 ou & 3 modulo 4.

Quelques essais nous convainquent que la réciproque est vraie, et, en effet, si n est divisible
par 4, c’est-a-dire si n = 4k avec k > 1, les ensembles :

A, ={1,4,5,8,... 4i+1,4i+4,... 4k — 3,4k}
B, =1{2,3,6,7,...,4i +2,4i+3,... 4k — 2,4k — 1}

sont disjoints, recouvrent Sy, et vérifient o(A,) = o(By,).
Si n est congru a 3 modulo 4, c’est-a-dire si n est de la forme 4k + 3, o1l k est un entier positif
ou nul, on prend

An={1,2YU{4,7,8,11,... 4i,4i +3,... 4k 4k + 3}
B, ={3U{5,6,9,10,... ,4i + 1,4i +2,... 4k + 1,4k + 2},

ce qui comme 3 l'instant achéve de traiter ce cas.
Finalement, on a montré que les nombres cherchés sont les entiers congrus a 0 ou & 3 modulo
)

4.

b) En raisonnant comme dans la question précédente, on voit qu’une condition nécessaire est
que % soit divisible par 3, ce qui n’est possible que si n est congru a 0 ou & 2 modulo 3. En
outre, on voit tout de suite que n = 3 ne convient pas.

La encore, 'examen des petites valeurs nous ameéne & prouver que ces conditions nécessaires
sont aussi suffisantes : les entiers cherchés sont les entiers strictement supérieurs &4 3 qui sont
congrus & 0 ou & 2 modulo 3. Pour le prouver, on va raisonner par récurrence forte sur n. Tout

d’abord, on remarque que les écritures :
Se = {1,6}U{2,5}U{3,4}
SS - {478}U{577}U{1727376}
S9 = {679}U{778}U{172737475}
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résolvent le probléme si n est inférieur & 9. Supposons maintenant que le résultat est vrai jusqu’a
n (non inclus), et montrons-le pour n, oil n est au moins égal a 11 et congru a 0 ou & 2 modulo
3. Par hypothése de récurrence, le résultat est vrai pour n — 6, car n — 6 est strictement plus
grand que 3, et son reste modulo 3 est le méme que celui de n. L’ensemble S, _g est donc réunion
disjointe de trois ensembles A, B, C' tels que o(A) = o(B) = o(C). L’écriture :

Sp=(AU{n-5nHUu(BU{n—-2,n—-3})U(CU{n—-1,n—4})

montre alors que S, est bien réunion de trois sous-ensembles disjoints dont les sommes des
éléments sont égales.

Les entiers recherchés sont donc les entiers strictement supérieurs & 3 congrus & 0 ou a 2
modulo 3.

Solution de ’exercice 11. On introduit les points E et F' symétriques de A par rapport a P et
de B par rapport a R :

A

F

On a alors BE = 2QP et AF = 2QR, et il suffit donc de prouver que BE = AF et pour
cela nous allons montrer que les triangles BSE et F'SA sont isométriques. On a déja SA = SE
puisque E est également le symétrique de A par rapport a la droite (PS) et de méme SB = SF.
Il suffit pour conclure de montrer que les angles en S des deux triangles sont égaux. Mais on a
par cocyclicité DBC = DAC d’ou on déduit, puisque les triangles BSE' et ASE sont isocéles,
BSF = ASE. I’égalité des angles en S s’obtient alors en ajoutant F'SE a ’égalité précédente.
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Activité V

Les TPE

Pendant que leurs chers camarades subissaient les interrogations orales, de nom-
breux exercices (bien rangés dans des enveloppes!) étaient proposés aux autres
éléves qui pouvaient les attaquer seul ou en groupe. Nous donnons les énoncés
de tous les exercices et les solutions trouvées par les éléves.

1 Les énoncés

Exercice 1 (résolu). Soit ABCDE un pentagone régulier. On suppose que ’étoile ACEBD
a pour aire 1. Les droites (AC) et (BE) se coupent en P et les droites (BD) et (CE) en Q.
Déterminer Iaire de APQD.

Exercice 2. Trouver tous les couples d’entiers (z,y) tels que :

=yt 2% +1

Exercice 3. Dans la fraction suivante :

29 =28 27 +.--+16
15+-14+-13+---+2

on place comme 'on souhaite des parenthéses dans le numérateur et on recopie le méme paren-
thésage dans le dénominateur. Déterminer toutes les valeurs entiéres possibles de ’expression
résultante ?

Exercice 4 (résolu). J’ai choisi n > 5 nombres qui ont les propriétés suivantes :
1. aucun n’est nul
2. I'un d’entre eux est 2005

3. quatre d’entre eux peuvent toujours étre réarrangés pour former une progression géomé-
trique.

Quels sont ces nombres 7

Exercice 5. Soit n > 2 un entier. Soient a, b et ¢ des réels positifs tels que a” + 0™ = . Pour

quel entier k existe-t-il un triangle obtusangle (i.e. avec un angle obtus) dont les longueurs sont
E pk k

a®, b% et "7

!D’ott le nom TPE : travaux par enveloppes.

67



68 ACTIVITE V. LES TPE

Exercice 6. On définit une suite (uy)n>0 par up = 0, ug = 1 et pour n > 1, u,y1 est le plus
petit entier strictement supérieur a u, tel que ensemble {ug, u1, ..., Un, Uy41} Ne contienne pas
trois nombres en progression arithmétique. Calculer ujgg.

Exercice 7. Une fonction f: N* — N* vérifie :
1. f(ab) = f(a)f(b) pour tous entiers a et b premiers entre eux

2. f(p+q) = f(p)+ f(q) pour tous nombres premiers p et q.
Montrer que f(2) =2, f(3) =3 et f(1999) = 1999.

Exercice 8. Prouver que pour tout entier n > 3, il existe n entiers strictement positifs a1, ao, ..., an
en progression arithmétique et n entiers strictement positifs by, ba, ..., b, en progression géomé-
trique tels que :

b <ap<by<as<---<b, <ay

Donner un exemple explicite pour n = 5.

Exercice 9. Soit P un polyédre. Existe-il forcément trois arétes de P dont les longueurs sont
celles d’un triangle ?

Exercice 10. Soit k un entier. On se donne 40 verres plus ou moins remplis. Etant donné k
verres, il est autorisé de transvaser du liquide de ’un & ’autre pour égaliser le volume que chacun
contient.

Trouver le plus petit k pour lequel il est toujours possible d’égaliser le volume de liquide
contenu dans chaque verre.

Exercice 11 (résolu). Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus. On note A; (resp.
C1) le symeétrique de A (resp. de C) par rapport a (BC) (resp. a (AB)). On suppose que les

points Ay, B et C] sont alignés et que C1 B = 241 B. Montrer que 'angle C A1 B est droit.

Exercice 12. Les réels z, y et z sont strictement positifs et leur produit fait 1. Montrer que si :

1 1 1
—t-t-z2r+tytz
T Yy =z

alors : . . .
E+E+?Z$k+yk+zk

pour tout entier k > 0.

Exercice 13 (résolu). Soient ABC un triangle équilatéral et P un point intérieur & ABC dont
les distances respectives aux trois cotés sont 3, 4 et 5. Calculer 'aire de ABC.

Exercice 14. On considére un parallélépipede dont I’aire de 216 cm? et dont le volume est
216 cm?®. Montrer que ce parallélépipéde est un cube.

Exercice 15 (résolu). Trouver toutes les fonctions f: N — N\{1} telles que pour tout entier
n, on ait :

fn)+fn+1)=f(n+2)f(n+3) — 168

Exercice 16. Dans un certain pays, il y a 2005 villes (dont une capitale) et chaque paire de
villes est reliée par un vol direct. Les prix des billets sur chacun des vols précédents sont distincts
deux & deux.
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Est-il possible que tous les voyages partant de la capitale, passant au plus une fois par chaque
autre ville, et revenant ensuite & la capitale aient tous des prix différents ?

Exercice 17 (résolu). Posons f(n) = n!l. Le nombre :
=0, f(1) £(2) f3) ...
est-il rationnel ?

Exercice 18. Prouver qu’au moins 99% des nombres suivants sont composeés :

100 4+1;10%+1;103+1;...10%0° 41

21n+4
14n+3

Exercice 19 (résolu). Montrer que la fraction est toujours irréductible.

Exercice 20 (résolu). Soient aq,...,a1969 des entiers et by, ..., bjgeg les mémes entiers écrits
dans un ordre différent. Montrer que le nombre :

(a1 — b1)(az2 — b2) - - - (a1969 — b1969)
est pair.
Exercice 21 (résolu). Trouver tous les entiers solution de ’équation :
x} + a5+ + 27y = 1599

111

Exercice 22 (résolu). Le nombre 31! est-il plus grand ou plus petit que 17147

Exercice 23 (résolu). Dans un carré d’aire 1, il y a 2005 figures dont la somme des aires est
strictement supérieure & 2004. Montrer que toutes ces figures ont un point commun.

Exercice 24 (résolu). Le quadrilatére ABCD est inscriptible dans un cercle de centre O. Les
diagonales AC' et BD sont perpendiculaires. Montrer que la distance de O a la droite (AD) est
égale a la moitié de la longueur du segment [BC/.

Exercice 25 (résolu). Soient z,...,z, des réels supérieurs ou égaux a 1. Montrer que :

T1+ T2+ Ty —T1T2 Xy, <n—1

Exercice 26 (résolu). Montrer que pour tout entier n, on a :
1 1 1
1+ ) (1+=]--- {1+ = 3
(D0 (+4)-

Exercice 27. Sur un cercle de rayon 1, on a marqué n points Ay, ..., A,. Montrer qu’au plus

% segments parmi les [4;4;] (1 <4 < j <n) ont une longueur strictement supérieure a v/2.
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Exercice 28. Les entiers strictement positifs aq, ..., asgos ont la propriété suivante : pour tout
i € {10,20,...,2000}, on a a;—g + a;—s + - - - + a; < 20. Montrer qu’il existe deux entiers m et n
tels que ap + Gmy1 + - -+ + an = 200.

Exercice 29. Soit A l’ensemble des entiers positifs de la forme 1+4k, k entier : A = {1,5,9,13,17,21,...}.
Un élément de A est dit premier s’il a exactement deux diviseurs dans A.

Montrer qu’il existe un nombre dans A qui n’est pas premier, mais pour lequel on n’a pas
unicité de la décomposition en facteurs premiers (dans A).

Exercice 30 (résolu). Soient A un ensemble fini de nombres réels et f : A — A une fonction
vérifiant f(z) — f(y) > x — y pour tout x,y € A avec x > y. Montrer que f est I'identiteé.

Exercice 31 (résolu). La suite d’entiers 1,5,6,25,26,30,31,... est formée des nombres qui
s’écrivent comme une somme de puissances de 5 (avec des exposants deux a deux distincts) rangés
par ordre croissant.

Quel est le 167éme nombre de la suite 7

Exercice 32. Trouver tous les réels z vérifiant :
(2% — 22] + 2[z] = [2]?
ou [a] désigne la partie entiere du reéel a.

Exercice 33. Trouver tous les polynémes P & coefficients réels tels que :

Plz—-1)+P(z+1)
2

1+ P(x) =
pour tout réel x.

Exercice 34 (résolu). Soit un nombre fini d’intervalles fermés de longueur 1 de R dont la
réunion est lintervalle [0, 50]. Montrer qu’il existe au moins 25 intervalles parmi les précédents
deux a deux disjoints.

Exercice 35 (résolu). Déterminer en fonction de n, la plus grande valeur de I'expression :
sinx1 cos ko + sinxo cos 3 + - - - + sin x, cos T
lorsque les x; parcourent ’ensemble des nombres réels.

Exercice 36. On se donne 111 vecteurs unitaires dans le plan de somme nulle. Montrer qu’il
existe b5 vecteurs parmi les précédents dont la somme a une norme inférieure ou égale a 1.

Exercice 37. Soit ABC un triangle équilatéral. Si M est un point intérieur & ABC, on note D,
E et F les projetés respectifs de M sur les cotés [BC], [C A] et [AB].

—

Trouver le lieu des points M pour lesquels 'angle FFDE est droit.
Exercice 38 (résolu). Trouver tous les polynomes P tels que :
(x —16)P(2x) = 16(x — 1)P(x)
pour tout réel x.

Exercice 39 (résolu). Soit ABCD un quadrilatére convexe admettant un cercle inscrit. On

(
suppose A = B = %’r, D = 3 et BC = 1. Calculer AD.
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Exercice 40 (résolu). Soit A un sous-ensemble de {0,1,2,...,1997} contenant au moins 1000
éléments. Montrer que A contient soit une puissance de 2, soit deux entiers distincts dont la
somme est une puissance de 2.

Exercice 41 (résolu). Montrer que parmi quatre points d’un disque de rayon 1, il en existe
deux dont la distance est inférieure ou égale a V2.

Exercice 42. Trouver tous les entiers naturels qui sont tels que lorsque ’'on déplace le premier
chiffre a la fin, le nombre résultant vaut 3,5 fois le nombre d’origine.

Exercice 43. Trouver toutes les fonctions f : Q7 — Q™ telles que pour tout z € Q", on ait :

fla+)=fl@)+1 et f(2®) = f(z)’

Exercice 44. Les points K, L, M et N sont sur les cotés [AB], [BC], [CD] et [DA] d'un
parallélépipede (non nécessairement rectangle) ABC DA B1C1Dy. Montrer que les centres des
sphéres circonscrites aux quadrilatéres A1 AKN, BiBK L, C1CLM et D1 DM N sont les sommets
d’un parallélogramme.

Exercice 45 (résolu). Dans un triangle acutangle (i.e. dont tous les angles sont aigus) ABC,
on note F' le pied de la hauteur issue de C' et M le milieu de [AC]. On suppose que BM = CF

et MBC = FCA. Montrer que ABC est équilatéral.

Exercice 46. Prouver qu’il n’existe pas de fonctions f : Z — Z vérifiant :

e+ f(y)) = flx) -y

pour tous entiers x et y.

Exercice 47. Dans une communauté d’au moins six personnes, tous les membres échangent des
lettres avec exactement trois autres membres. Montrer que la communauté peut étre divisée en
deux sous-groupes (non vides) tels que chaque membre échange des lettres avec au moins deux
personnes du groupe auquel il appartient.

Exercice 48. Est-il possible de placer cent sphéres dans 'espace de telle sorte qu’elles ne se
chevauchent pas mais que chacune d’entre elles touche au moins un tiers des autres.

Exercice 49. Soit ABCD un quadrilatére convexe. On suppose qu’il existe un point P intérieur

a ABCD tel que les triangles ABP, BCP, CDP et DAP aient méme aire. Prouver qu'une des
diagonales du quadrilatére coupe ’autre en son milieu.

Exercice 50. On projette le cercle inscrit d'un triangle ABC sur chacun de ses trois cotés.
Montrer que les six points délimitant les trois segments obtenus sont cocycliques.

2 Solutions des éléves

Solution de Uexercice 1 (par Sarah Diot-Girard).
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D c

Les aires des triangles EKI, AIP, PBJ, JCQ, PDK et KPQ sont égales. Notons A leur

valeur commune. De méme notons B la valeur commune des aires des triangles IPK et PJQ.
L’étoile a pour aire 6 A+ 2B, et le trapéze 3A+ B, c’est-a-dire la moitié de celle de ’étoile. L’aire
du trapéze est donc %
Solution de lexercice 4 (par Agathe Benoit). Soient a, ka, k*a et k3a quatre de ces nombres.
Supposons que k est différent de 1 et —1. Si 'on considére a, ka et k3a, et que 'on cherche un
quatriéme nombre formant une progression géométrique avec eux, celui-ci devra valoir k?a. De
méme si ’on considére a, k?a et k3a, le quatriéme nombre devra valoir ka. Il est donc impossible
d’avoir cinq nombres distincts formant quatre & quatre des progressions géométriques.

Dans le cas ou k = —1, les nombres valent tous a et —a. Mais si 'on en choisit quatre parmi
ceux-ci, on n’aura pas forcément le méme nombre de a et de —a et donc pas de progression
géométrique.

1l ne reste plus que le cas ot k = 1. Les nombres sont donc tous égaux et valent 2005.

Solution de Uexercice 11 (par Thomas Chartier, Benoit Sequin). Les hypothéses fournissent di-
rectement BC' = 2AB et ABCy = ABC = CBA;. Comme B, C] et A sont alignés, il vient

ABC = 5. Dans le triangle ABC, I'angle en B vaut 7 et I'un des cotés adjacents & cet angle
vaut le double de 'autre. Cela implique que I’angle opposé au c6té le plus grand, en I'occurrence

fl, est droit. L’angle Ay est également droit puisqu’il est obtenu comme symétrique de A.

Solution de 'exercice 18 (par Robin Ngi, Jill-Jénn Vie). Soit © = AB = BC = AC. L’aire de

ABP vaut 373;7 celle de BPC vaut 479"’ = 2z, celle de CPA vaut 579"’ L’aire de ABC' vaut, d'une

part, %x{ et d’autre part, 37’” + 2x + 57:” = 6z. En résolvant I'équation, on obtient z = 8v/3, et
laire de ABC est donc 48v/3.

Solution de l'exercice 15 (par Benoit Sequin). Montrons tout d’abord que tout pour n, f(n) <
f(n 4+ 2). Supposons par I’absurde qu'’il existe un entier n tel que f(n) > f(n + 2). Alors on a
fn)+ f(n+1) > f(n+1)+ f(n+2) d’ot on déduit grace a équation fonctionnelle f(n +
2)f(n+3) > f(n+3)f(n+4), puis f(n+2) > f(n+4). On en déduit que la suite des f(n+ 2k)
est strictement décroissante, ce qui est impossible.

Une reformulation de la propriété précédente stipule que les suites f(2k) et f(2k + 1) sont
croissantes. Supposons & présent que I’on ait simultanément f(n) < f(n+2) et f(n+1) < f(n+3).
On montre alors, comme précédemment, que la suite des f(n + 2k) est strictement croissante.
Par ailleurs, on a :

f(n+3) = fn+4)f(n+5)—168 — f(n+2)
= f(n+5)f(n+6)—168 — f(n+4)
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d’ott on déduit :
fn+2)=f(n+4)— f(n+5)[f(n+6)— f(n+4)]. (V.1)

Comme on sait que f(n+6) > f(n+4), il vient f(n +4) > f(n +5). De méme en utilisant
Pautre hypotheése on obtient f(n 4+ 5) > f(n + 6), et cela contredit f(n +4) < f(n + 6). Ainsi
l'une des deux éventualités f(n) = f(n+2) et f(n+1) = f(n+ 3) se produit.

L’équation (V.1) prouve alors que soit la suite f(2k), soit la suite f(2k + 1) est constante.
Supposons que ce soit la premiére (I’autre cas de traite pareil) et notons a cette valeur. L’équation
fonctionnelle donne alors pour tout & :

a+ f2k+1) =af(2k+1) — 168

et donc f(2k 4 1) est aussi constante. La derniére équation permet alors de trouver toutes les
valeurs possibles. Au final, il y a trois fonctions solutions : la fonction constante égale a 14, la
fonction qui vaut 2 sur les pairs et 170 sur les impairs et finalement la fonction qui vaut 170 sur
les pairs et 2 sur les impairs.

Solution de 'exercice 17 (par Mathieu Finas). Montrons que le nombre est irrationnel. Pour
cela, il suffit de prouver que son écriture décimale n’est pas périodique (méme & partir d'un
certain rang). Or, on constate sans difficulté qu’a la fin de (10n)!, il y a au moins n zéros
(puisque pour calculer (10n)! on multiplie n fois par un multiple de 10). Ainsi §'il y avait une
période, la partie qui se repéte ne pourrait étre constituée que de 0, et donc la partie décimale
du nombre devrait étre nulle & partir d’un certain rang. Mais cela n’est manifestement pas le cas.
D’ou la contradiction et I'irrationalité.

Solution de Uexercice 19 (par Bao-Anh Dang-Vu). On a légalité 3(14n +3) —2(2ln+4) =1
qui prouve que les nombres 14n + 3 et 21n + 4 sont toujours premiers entre eux et donc que la

21n+4 : ‘o :
Ting3 est toujours irréductible.

fraction

Solution de l'exercice 20 (par Samuel Bach, Samuel Collin). Comme il y a un nombre impair
de a;, il ne peut pas y avoir le méme nombre d’a; pairs que d’a; impairs. Comme les b; sont
une permutation des a;, au moins un couple (a;, b;) est formé de deux nombres de méme parité.
Pour ce couple, la différence a; — b; est paire. Le produit de 1’énoncé est donc également pair
(puisqu’un de ses facteurs est pair)

Solution _de exercice 21 (par David Fourquet). Montrons que des tels entiers n’existent pas. On
raisonne par ’absurde en supposant que ’on dispose d’une égalité :

x3 4 - 4 2%, = 1599.
Modulo 16, on vérifie que I'on a toujours z* congru a 0 ou 1. L’égalité précédente impliquerait
donc que 1599 est congru & un élément de I’ensemble {0,..., 14} modulo 16. Or ce n’est pas le

cas puisqu’il est congru a 15.

Solution de Uexercice 22 (par David Fourquet, Mathieu Voland). On a les inégalités suivantes :

31M < 32M =25% < 250 = 161 < 17

Solution de 'exercice 2008 (par Coline Wiatrowski, Guillaume Barraquand, Arnaud Dumas). Ap-
pelons a; 'aire de la ¢-iéme figure et b; ’aire de son complémentaire. On a évidemment b; = 1—ay,
et donc la somme des b; est strictement inférieure a 1. Il en résulte que la réunion des complémen-
taires ne peut recouvrir tout le carré. Un point non recouvert est alors un point de l'intersection
des figures.

Solution de exercice 24 (par Benoit Sequin).
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C

__Par I/M)prlete des angles inscrits, on a A AOD = 2ABD et donc TO0A = ABD. De méme
COJ =CAB =T — ABD. On en déduit IOA =% — 0JC = OCJ puis que les triangles TOA
et JCO sont semblables Comme on a en outre OA OC, ils sont isométriques et CJ = 10, ce
qui permet de conclure.

Solution de exercice 25 (par Coline Wiatrowski). Pour tout ¢, posons y; =2; —1 > 0. On a :

Tt Tt Ty @2 Ty = Y Y~ (Lt ittty + A)
= n—1-A4A

ou A s’exprime comme une somme de produits dont les facteurs sont des y; et donc est positif.

Solution de 'exercice 26 (par Guillaume Barraquand, Arnaud Dumas). On montre par récur-
rence la propriété plus forte :

CHICHR SR

On vérifie facilement que l'inégalité est vraie pour n = 1. Supposons le résultat vrai pour I’entier

n. On a :
] 1 1 1 1 1 - 3 1 1
o)\t tg) - Utom) = B—) It
3 3 3
= _— < _
2n+1 22n+1 — 2n+1

ce qui démontre I’hérédite et conclut.

Solution de exercice 30 (par Samuel Collin, Benoit Sequin). Soient = > y. On a donc f(z) —
f(y) > x —y > 0. La fonction f est donc strictement croissante. Le plus petit élément de A ne
peut alors s’envoyer que sur lui-méme : en effet, si tel n’était pas le cas, on n’aurait plus assez de
place pour attribuer une image au plus grand élément. On détermine ensuite de la méme fagon
I'image du deuxiéme plus petit élément de A et ainsi de suite. Au final, f est bien ’identité.

Solution de l'exercice 31 (par Guillaume Barraquand, Agathe Benoit). Les entiers de la suite qui
font intervenir 5" comme plus grande puissance de 5 sont au nombre de 2" : en effet, ces entiers
sont naturellement en bijection avec les parties de {0,...,n — 1}. On déduit de ce qui précede
quil v a 127 = 20 + 21 ... 4+ 26 entiers dans la suite qui ne font intervenir que des puissances
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inférieures a 5°. Comme 127 + 27 > 167, la plus grande puissance qui intervient dans le nombre
recherché est 57.

De méme, il existe 31 = 2° + - - 4+ 2% nombre commencant par 57 et ne faisant pas intervenir
les puissances 5% et 5°. On en déduit que la deuxiéme puissance qui intervient dans le nombre
recherché est 5°. En poursuivant le raisonnement, on trouve au final le nombre recherché : c’est
57+ 5° 4 5% = 81375.

Remarque. On peut remarquer (sans doute plus simplement) que le n-iéme nombre de la suite
s’obtient en écrivant n en base 2 et en lisant la suite de chiffres obtenue en base 5...

Solution de l'exercice 34 (par Mathieuw Finas). Considérons les vingt-cinq nombres : a3 = 0,
ag = 2,01, a3 = 4,02, ..., ags = 48,24, L’écart entre chacun de ces nombres est strictement
supérieur & la longueur d’un intervalle. Ils se trouvent donc chacun dans un intervalle qui ne
rencontre aucun des vingt-quatre autres.

Solution de exercice 35 (par Samuel Bach, Thomas Chartier). On rappelle l'inégalité ab <
a’+b?
2

. Pour cet exercice, elle donne :

2 2 2 2

T1 + cos” xo sin” x,, + cos” x1
2 2

sin

. . n
sinxicosxo + -+ +sinx, coszry < :5.

D’autre part, on vérifie sans mal que cette derniére valeur est atteinte lorsque tous les x; valent
/4.

Solution de l'exercice 38 (par David Fourquet). En faisant « x = 1 », on obtient directement
P(2) = 0. De méme en remplagant  par 16, il vient P(16) = 0. Par suite, en donnant les valeurs
2 et 4 & x, on obtient P(4) = P(8) = 0. Ainsi le polynéme P s’écrit sous la forme :

P(z)=(z—2)(x —4)(x — 8)(x — 16)Q(x)
pour un certain polynome (. Mais par ailleurs, en comparant les termes de plus haut degré de
P, il n’est pas difficile de voir que s’il n’est pas nul, P est forcément de degré 4. Finalement les
solutions sont les polynémes de la forme :

P(z) =Xz —2)(z —4)(z — 8)(z — 16)

ol A est un nombre réel. (On vérifie aisément que ces polynémes conviennent.)

Solution de l'exercice 39 (par Thomas Chartier). Notons A’, B', C' et D’ les projetés respectifs
de O sur AB, BC, CD et DA.
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Les points O, D', A et A’ sont situés sur le cercle de diameétre [OA] et donc par la propriété des
angles inscrits, on a A0D! = T puis A0D = & La trigonométrie dans le triangle rectangle
OAD' fournit alors AD" = rtan § ot r désigne le rayon du cercle inscrit. De méme, on détermine
tous les angles en O et toutes les longueurs des segments tangents au cercle. Ecrivons simplement
celles qui nous intéressent :

AD = AD’—i—DD’:r(tan%—l—tan%) = (?—1—1)
5 4
BC = BB +CB' =r tan—+tan—ﬂ =7 —\[—1—2
6 12 3
Finalement :
AD — 1
AD = — \/g
BC 2

Solution de Uexercice 40 (par Samuel Bach, Samuel Collin). On considére les sous-ensembles
suivants de {0, 1,...,1997} :

{1024}, {1023,1025}, {1022, 1026}, . . ., {52, 1996},

{32},{31,33},{30,34},...{13,51},{12,4},{11,5},{10,6}, {9, 7}, {8}, {2}.

Ils sont au nombre de 999 et donc nécessairement 'un d’entre eux est totalement inclus dans
A. Tl ne reste qu’a constater que chacun de ces sous-ensembles est soit un singleton formé d’une
puissance de 2, soit un doubleton dont la somme de deux éléments fait une puissance de 2.

Solution de Uexercice 41 (par Thomas Chartier). On découpe de disque en quatre secteurs égaux.

Si deux points sont dans le méme secteur, leur distance est forcément inférieure a /2. Supposons
maintenant que chaque secteur contient un des quatre points. On trace alors le diamétre passant
par I'un de ces points, que 'on note A. On appelle C' le point du secteur opposé. Si C' est sur ce
diameétre, le point d’un troisiéme secteur est & une distance inférieure & v/2 de A ou de C. Sinon,
I'un des deux points restants est a une distance inférieure a V2 de C.

Solution de 'exercice 45 (par Jill-Jénn Vie). Voici la figure :

A

Le triangle AF'C' est rectangle en F' donc F'M = MA = MC et FMC est isocele en M.
On en déduit MFC = MC'F MBC. Donc les points M, F, B et C sont cocycliques. On
en déduit que l'angle BM BMC est droit. Dans le triangle ABM, la droite (BM) est a la fois
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hauteur et médiane, donc ce triangle est isocéle en B. Par ailleurs, la cocyclicité nous donne
aussi FBM = FCM. Comme par hypothése, BM = CF, les trigngles ABM et ACF. Donc
AB = AC, d’ou le résultat.

Dés que Rome a cessé de respecter les régles qui [’ont vue naitre, elle a péri.

Montesquieu
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Activité VI

Les vacances : or et tournesol

Un exposé culturel et éducatif, donnée par Sandrine HENRI' est venu ponctuer
ce stage. Ci-joint un compte rendu retrancant de facon trés fidéle les grandes
lignes de l'intervention.

Avez-vous déja observé de prés une belle fleur de tournesol 7 Vous étes vous déja émerveillé
devant I’harmonie parfaite de son organisation, devant la disposition admirable de ses graines?
Ne vous-étes vous pas demandé comment la nature pouvait créer une structure aussi idéale?

Les graines de tournesol sont organisées sous forme de spirales, dans les deux sens. Cette
disposition n’est pas due au hasard. Elle dépend en effet d’un nombre particulier, le nombre d’or,
qui intervient dans de nombreuses autres espéces de la nature, animales ou végétales.

Ce nombre a également été beaucoup utilisé dans l’art et l’architecture. Les Grecs anciens
considéraient ce nombre comme la proportion idéale.

Dans une premiére partie, on étudiera quelques-unes des nombreuses propriétés mathéma-
tiques du nombre d’or.

Puis on verra comment ce nombre peut intervenir dans la disposition des graines de tournesol.

1 Nombre d’Or, suite de Fibonacci : propriétés mathématiques

1.1 Nombre d’Or
Définition

Historiquement, le nombre d’or est défini comme le rapport qui divise un segment en « moyenne

extréme raison ». C’est a dire que, si on a un segment [AB], on cherche a placer le point M tel
e AB _ AM .
que AnM = BM °

Le rapport ﬁ—ﬁ = % a pour valeur 1+2\/g. Ce nombre est appelé nombre d’or et est noté ¢

Démonstration : Par hypothese % = %, ou encore AM? = ABx MB. De AB = AM + MB,
on tire AM? = (AM + MB)MB = AM x M B + M B? puis en divisant par M B? :

AM?  AM

S 4
MB2 - MB

!Eleve entrant en math spé. Cet exposé était son sujet de TPE de terminale.

79
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2

Posons x = %. 11 est solution de I’équation * = £+ 1 qui présente les deux solutions suivantes :

1+5 1-v5
2 ouxr — 2

est négative, il ne reste donc que 1+72\/5

La solution 1_27‘/5

Rectangle d’Or

Le rectangle d’or est un rectangle dont les proportions sont celles du nombre d’or : %guee% =

@. Ce rectangle a le propriété suivante : si on en retire un carré, le rectangle restant est également
un rectangle d’or (Figure 1).

Fia. 1 — Rectangle d’Or

Cette propriété peut étre retrouvée directement avec la définition du nombre d’or (voir 1.1 page
précédente). En effet, on peut considérer que la longueur du rectangle est égale & AB, et sa

largeur & AM. Le rectangle restant aprés avoir enlevé un carré a alors pour longueur AM et

pour largueur AB — AM = BM. On retrouve bien f—ﬁ = % =

Spirale d’or

La spirale d’or est une spirale logarithmique. Elle est inscrite dans le rectangle d’or (figure 2
page ci-contre). On peut en obtenir une approximation en tracant des quarts de cercles dans
chaque carré.

1.2 Suite de Fibonacci
Formule de la suite de Fibonacci

La suite de Fibonaceci a pour formule récurrente :

{ fo=0; fi=1
Jnt1 = fo+ fa1

Les premiers termes de cette suite sont donc : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, etc.

Cette suite peut également s’écrire sous la forme :

PN SV AR N FERCAR
"B 2 NG 2
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-

sl

Fia. 2 — Spirale d’Or

Nous allons le démontrer par récurrence. On pose ¢ = 1+2\/5 et p = 1*2‘/‘?’. Ce sont les solutions

de I'équation 22 —x — 1 =0, et donc @ x ¢ = —1 et @ + ¢ = 1. On vérifie que la propriété est
vraie pour les rangs n = 0 et n = 1. Supposons qu’elle le soit aux rangs n et n — 1, et montrons
qu’elle est alors vraie au rang n+ 1. On a :

n n—1 —n—1

¥ ¥

Vs Vb

= x+1, et par suite vérifient p+1 = ¢

n
fn:(pi_i et fn—1:

2 2

et donc comme @ et @ sont les solutions de ’équation x
et @+ 1= @2, il vient :

Jor1 = fat faa

B A 2 A 2l Cole o O N il - 2
V5 V5 5 5 V5 V5

N R

Lien entre suite de Fibonacci et Nombre d’Or

Le rapport de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci tend vers . En effet,

+1
1 n+1_(;1>n " 1\ "L _1)\2nt1
e B @] e - ()

B Ele-(3)T -3 ()

1 1 2n 1 2n+1
On a ’_?‘ < 1 donc (% et (%) tendent vers 0. Finalement :

lim —fn—H

n—-+4oo

n
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Fractions continues

Tout nombre peut s’écrire sous la forme d’une fraction continue. Le principe est le suivant :
on note [z] la partie entiére d’'un nombre z et {z} sa partie décimale. On a donc xz = [z] + {x}
On peut considérer [z] comme une premiére approximation de z, {x} étant plus petit que 1.
On essaie ensuite d’approcher {x}. On considére son inverse, 1 = {71} Comme pour z, on a

z1 = [z1] + {z1}. On a alors :

On continue ensuite sur le méme principe...
Par exemple pour le nombre 7 :

T~ 34 0,1459265...
On a W ~ 7,06251.... On a donc une premiére approximation de 7 :

. 22
T3+ =—soit T —

7 7
Cette approximation est d’ailleurs bien connue. En continuant ainsi, on obtient :

~3 1333
AN S W T
On peut continuer autant que ’on veut, pour obtenir des approximation de plus en plus précises.
Les approximations successives que 1’on obtient ainsi s’appellent les réduites.

Voici quelques propriétés des fractions continues. On ne démontrera pas ces propriétés qui
sont en dehors du cadre de cet exposé, mais elles sont intéressantes & signaler :

1. Un nombre est rationnel si et seulement si son développement en fraction continue est fini.

2. Un nombre est solution d'une équation du second degré si et seulement si son développement
est périodique.

Développons le nombre ¢ en fraction continue. D’aprés la définition du nombre d’or, on a
0> =@+ 1doncp=1+ i. Le développement en fraction continue est alors tout simple :

1
p=l+——
I+

On peut constater que ce développement vérifie bien la propriété 2 : en effet il est périodique, or
on sait que ¢ est solution de I’équation 22 —x — 1 = 0.
11 est ensuite intéressant de calculer les premiéres réduites. Ainsi on a :

1 2 1 3

== 3 1+41=2 ; 1+-— =2

1’ + 1’ +1—|—1 2

1 5 1 8

14— =2 14— =

1+-+ 3 1+—— 5
= =

Les différents quotients trouvés ont pour dénominateur et numérateur deux termes consécutifs de
la suite de Fibonacci. Montrons par récurrence que c¢’est toujours le cas. Appellons ¢, la n-iéme

réduite. On chercher donc & démontrer que @, = ! ’}:1 . On a vérifié ci-dessus la propriété au rang
n = 1. Supposous la vraie au rang n, et montrons-la au rang n+ 1. On a :
1 1 +
Son—&-l:l"‘*:l"‘ -1+ fn _fn+1 fn_fnJrQ

Pn % fn+1 B fn+1 B fn+1
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ce qui conclut.

Ce résultat peut donner une idée peut-étre plus instinctive du résultat trouvé au 1.2 page 81,
dans lequel on démontre que le rapport de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci tend
vers (.

Rectangle de Fibonacci

Voici une maniére géométrique de constater encore ce résultat. Le rectangle de Fibonacci
(figure 3) ressemble en effet beaucoup au rectangle d’or. Le principe de construction est pourtant
différent : on commence par tracer cote & cote deux petits carrés de coté 1. Puis on trace le long
de ces carrés, un carré qui sera de co6té 1 + 1 = 2... Ensuite on continue sur le méme principe en
tragant le carré de coté 3, puis de codté 5... La longueur du c6té de chaque carré sera un terme de
la suite de Fibonacci, puisque elle sera égale a la somme des longueurs des cotés des deux carrés
précédents.

FiG. 3 — Rectangle de Fibonacci

Plus on ajoute de carrés, et plus ce rectangle sera proche d’un rectangle d’or. De la méme
fagon, on peut aussi tracer un demi-cercle dans chaque carré, pour obtenir une spirale appellée
tout naturellement spirale de Fibonacci! La encore, cette spirale est d’autant plus proche de la
spirale d’or que 'on construit de carrés. (figure 4)

\
1/

FiG. 4 — Spirale de Fibonacci
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2 Le tournesol : une structure organisée

2.1 Intervention du nombre d’or dans la nature

Le nombre d’or intervient dans de nombreuses espéces, animales et végétales. Ainsi, chez la
plupart des végétaux, I'organisation des feuilles autour de la tige dépend de la suite de Fibonacci.
En effet, si on observe, le long d’une tige, le nombre de feuilles rencontrées avant d’en trouver
une alignée verticalement avec la premiére, on retrouve toujours les mémes nombres : 2, 3, 5, 8,
etc. Ce sont des termes de la suite de Fibonacci!

Ce n’est pas tout. Si on compte le nombre de tours réalisés autour de la tige, ¢’est aussi un
terme de la suite de Fibonacci.

La figure 5 montre 'organisation d’une plante ayant un cycle de 5 feuilles, les feuilles étant
numérotées par ordre d’apparition (la premiére est la plus vieille). On constate que 2 tours sont
réalisés autour de la tige avant de retrouver une feuille dans 'axe de la premiére.

2 tours

Fic. 5 — Organisation des feuilles d'un végétal

Par exemple, 'orme et le tilleul ont un cycle de 2 feuilles, pour 1 tour autour de la tige. Pour
le noisetier, le hétre et le murier, on trouve un cycle de 3 feuilles. D’autres arbres comme le chéne,
le pommier ou le prunier sont organisés comme ’exemple de la figure 5, avec 5 feuilles pour 2
tours. On a 8 feuilles et 3 tours pour le peuplier, le rosier, le poirier ou le saule. On arrive méme
a 13 feuilles et 5 tours pour 'amandier. On retrouve bien & chaque fois les termes de la suite de
Fibonacci.

En ce qui concerne l'organisation des graines, comme le probléme qui nous intéresse chez le
tournesol, il est important de signaler que d’autres végétaux réagissent de la méme facon. C’est
le cas de la pomme de pin, de I’ananas et de la marguerite, notamment.

Mais on retrouve aussi le nombre d’or dans le monde animal. Il existe par exemple des
coquillages, comme le Nautile, dont la coquille a la forme d’une spirale d’or.

Certains voient également le nombre d’or chez I’étre humain : ainsi le nombril diviserait le
corps humain selon le nombre d’or (c’est a dire que le rapport de la hauteur totale de l'étre
humain sur la hauteur du nombril serait égal au nombre d’or)... Ou bien encore que les rapports
de la premiére phalange & la deuxiéme et de la deuxiéme & la troisiéme seraient aussi égaux au
nombre d’or.

Cependant ces interprétations sont peut-étre plutdt le fruit de l'imagination de ceux qui
voudraient trouver le nombre d’or partout. En effet, quand on observe la nature, il suffit bien
souvent de chercher un rapport pour le trouver.
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En ce qui concerne la disposition des graines de tournesol, par contre, l'intervention du nombre
d’or et de la suite de Fibonacci est bien réelle... Mais elle est plutot la conséquence de 'organi-
sation bien particuliére de ces graines que la cause...

2.2 L’organisation des graines du tournesol

F1G. 6 — Parastiches du tournesol

Lorsque l'on regarde une fleur de tournesol, on remarque tout de suite la disposition réguliére
de ses graines. On observe en effet une organisation en gpirales tournant dans un sens et dans
lautre.

L’étude de ces spirales végétales, appelées parastiches a pour nom la phyllotazie.

Si ’on compte, chez un certain nombre de tournesols différents, le nombre de parastiches dans
un sens et dans 'autre, le résultat est assez surprenant : on obtient parfois 34 parastiches dans
un sens, et 55 dans 'autre, d’autres fois 55 spirales dans un sens et 89 dans ’autre. Parfois, plus
rarement, 89 dans un sens et 144 dans 'autre. Mais, de toute fagon, dans la grande majorité des
cas, le nombre de parastiches dans un sens et dans ’autre seront deux termes consécutifs de la
suite de Fibonacci!

Ainsi, sur la photo 6, on compte 34 parastiches dans un sens et 21 dans ’autre.

Deux scientifiques frangais, Stéphane Douady et Yves Couder, se sont intéressés & cette ques-
tion et ont conc¢u une simulation, permettant de reconstituer la croissance d’un tournesol.

Lors de 'apparition des graines, celles-ci se positionnent de maniére a étre le plus éloigné
possible des graines déja en place. Les graines apparaissent & la périphérie de ’apex, une zone
située au bout de la tige de la fleur. Un premiére graine fera son apparition, puis la deuxiéme
graine se placera ainsi diamétralement opposée a la premiére par rapport & 'apex. Parallélement
A cette apparition des graines au niveau de ’apex, il existe une croissance des graines déja en
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place qui s’éloignent radialement de ’apex. La troisiéme graine trouvera une position d’équilibre
entre les deux premiéres, avec un angle dépendant du déplacement de chacune des deux graines,
donc plus généralement de la vitesse de croissance des graines. (voir figure 7)

qraine

apex

premiere etape

troisieme etape guatrigme étape
Fia. 7 — Apparition des premiéres graines

C’est cette vitesse de croissance qui intervient aussi dans la disposition des feuilles autour de
la tige, et qui est la cause des différentes dispositions selon les espéces.

En ce qui concerne les graines du tournesol, la vitesse est telle que les graines ont besoin
chacune de la place maximale. Les graines poussent donc de maniére & s’éloigner des autres et
plus il y a de graines, plus ’angle qu’une graine forme avec la précédente sera proche de 'angle
d’or (voir ci-dessous), qui représente la disposition optimale.

La simulation de Douady et Couder repose sur un principe de magnétisme. Elle consiste &
déposer réguliérement des gouttes de liquide ferro-magnétique, au milieu d’une plaque soumise
a un champ magnétique. Les gouttes aimantées se repoussent ainsi les unes des autres comme le
font les graines du tournesol. En méme temps, elles s’éloignent radialement, le champ magnétique
dans lequel est placé la plaque étant d’autant plus important que 1’on s’éloigne du centre.

Au cours de cette simulation, les gouttes se sont placées tout naturellement a la maniére des
graines de tournesol, en formant des spirales dans les deux sens. Le nombre de spirales étaient
également deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci.

Cette expérience montre que c’est bien la répulsion des graines entre elles qui est & Iorigine
de leur disposition bien particuliére.

L’angle d’or se définit d’une maniére proche de celle du nombre d’or (voir 1.1 page 79).
Lorsqu’on partage un cercle selon le rapport du nombre d’or, le cercle est divisé en deux angles
d’environ 222,49° et 137,51°. On a % = ?ggg? = . L’angle d’or est le plus petit de ces deux

angles, égal a %0 ~ 137,51° (figure 8 page suivante)

Plus on aura de graines, plus 'angle entre deux graines consécutives sera proche de ’angle
d’or.

Le fait que le nombre de spirales dans un sens et dans 'autre soient deux termes de la suite
de Fibonacci est lié a la présence de cet angle d’or. Plus précisément, ceci est 1ié au fait que le
rapport d’un terme sur le précédent est proche du rapport d’or (voir 1.2 page 81).

Pour se convaincre que ’angle entre deux graines consécutives par rapport a l'apex est bien
I’angle d’or, on peut réaliser la figure suivante : dessiner, en partant de 'apex, des points repré-
sentant les graines, en placant chaque point par rapport au précédent :
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137,51°

222, 49°

FiG. 8 — Angle d’or

— avec un angle égal a ’angle d’or par rapport au précédent

— légerement plus éloigné de I'apex

La figure 9 page suivante est obtenue de cette maniére. On constate que les points sont
bien disposés comme les graines d’un tournesol, des spirales apparaissent nettement. La spirale
représentée en gras représenterait une parastiche du tournesol complet, tandis que la spirale
« fine » représente une parastiche d’un tournesol moins développé, s’arrétant & ’agrandissement.
C’est la raison pour laquelle un tournesol plus petit semble avoir moins de parastiches quun
tournesol plus grand.

Ainsi les spirales sont une sorte d’effet d’optique di a la disposition des graines.

Mais cette modélisation ne refléte pas les réalités biologiques, puisque, comme nous ’avons
dit, I'angle d’or est une conséquence de la disposition des graines et non une cause. Par contre
elle donne effectivement 'impression que les graines essaient d’occuper le maximum de place
possible.

3 Conclusion

Le nombre d’or, par I'intermédiaire de la suite de Fibonacci et de ’angle d’or, a donc bien son
role & jouer dans la disposition des graines de tournesol, et plus généralement dans de nombreuses
fleurs et plantes. Ainsi, les mathématiques, qu’on accuse souvent d’étre trop abstraites, sont en
fait directement liées & beaucoup d’événements naturels, comme I’a remarqué le physicien Eugene
Wigner, dans un article intitulé La déraisonnable efficacité des mathématiques dans les sciences
de la nature. En effet, les mathématiques interviennent dans la nature & toutes les échelles; elles
permettent aussi bien de prévoir les mouvements des planétes, que de fonder des théories sur
I'infiniment petit. Les mathématiques sont un outil créé par I’lhomme pour expliquer le monde
extérieur, et elles se révélent trés utiles.

C’est pourquoi il est trés important de savoir les apprivoiser et les utiliser.
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Fia. 9 — Répartition des graines a différentes échelles
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