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1 Les fractions continues

On considere un nombre réel, que I'on neteOn notejx| sapartie entiére(c’est-a-
dire le plus grand nombre entier inférieur ou égal;gpour un nombrepositif, il s’agit
de la partie « avant la virgule ». Attention au cas des nombres négatifs!). Par exemple,
3] = 3, [4,6] = 4, [-2] = —2 et[-2,3] = —3. On note{z} sapartie décimalec’est-
a-dire{z} = = — [z] (pour un nombrepositif, c’est la partie « aprés la virgule »). Par
exemple{3} =0, {3.4} = 0.4, {—2.3} = 0.7. Alors {z} est un nombre réel, supérieur
ou égal &, et strictement plus petit que(Pourquoi ?).

Intéressons-nous de plus prés a ce nonibte S'il est nul, cela signifie que le nombre
x est entier. Sinon on posg = { T et alors,z; > 1. On pose aussiy, = [z], de sorte
quez = ng + -—. Puis, & son tour, on écrit; = [z;] + {z1}, on posen; = [z4], et on
s’occupe du nombr¢x1} S'il est nuI cela veut dire que; est entier, et dans ce cas,
xr=ng+ n—l. Sinon, on pose, = { 3 et on recommence ainsi de suite.

De cette maniére, on obtient des nombres entigra, n, - - -, €t on peut écrire
1 1
r=ng+— =n9+ =ng+—m——
T 1 1
s + — nq + —
) 1

TL2+—

Si, au bout d’'un moment, on obtient un nomBrg} qui est nul, alors on s’arréte. Mais il
arrive (souvent) que I'on ne puisse pas s’arréter, comme on le verra par la suite!

Exemple 1. Pour bien comprendre ce que l'on fait, prenons I'exemple du nombre
Comme tu le saisy ~ 3,14 - - -. Par conséqueniyz] = 3. Bon, on a dona,, = 3 dans ce
cas. Et{r} = 7—3 ~ 0,14 - -. Al'aide de ta calculatrice, vérifie que; ~ 7,06 ---. On
adoncn; = 7. En continuant de méme, on obtient :

1
T~3+

7+
15 +

1+---
Retrouve ces résultats{ = 3,n; = 7,n, = 15,n3 = 1), et trouve encore, etns.



Exercice 2. En « coupant » la fraction ci-dessus aprgson obtient3 + % Réduis au
méme dénominateur. La fraction obtenue te rappelle-t-elle quelque chose ?

Exercice 3. Que peux-tu dire d'un nombredont le développement en fraction continue
s'arréte au bout d’'un moment ? (C’est-a-dire qu'au bout d’'un momeniznsera nul.)
Connais-tu des nombres qui ne sont pas de ce type-la?

Tout comme les écritures du typel4, 3,141, 3,1415, sont des approximations déci-
males de plus en plus précises d’'un nombre (en I'occurrence, du nafjbes fractions
continues « coupéesy; 3 + % 3+ 7++/15 etc... sont des approximations fractionnaires de
plus en plus précises d’'un nombre (ici également, du nompr@n appelle ces fractions

continues « coupées » desluites

2 Les solutions d’équations de degré 2

2.1 Premiers exemples i/p? + 1

Une équation de degré 2st une équation de la forme? + bz + ¢ = 0, ol a,b
et c sont des nombres réels fixés (positifs ou négatitstant non nd)), que I'on appelle
les coefficientsde I'équation, et owr est I'inconnue. Tu sais résoudre certaines de ces
équations. Par exemple, les équations du type 2sz + s? = 0, oU s est un réel (positif
ou négatif) fixé, ou encore’ — ¢ = 0 ol c est un nombre posiff

Dans cette partie, on s'intéressera uniquement a des cas ou les coefficierts:
sontentiers(positifs ou négatifs).

Exercice 4. Quelles sont les solutions de I'équatioh— 2 = 0? Ecris le début de leur
développement en fraction continue. Remarques-tu quelque chose ? A ton avis, quelle sera
la suite du développement ?

Mémes questions avec I'équatioh — 6 = 0.

Exercice 5. Soitp un nombre entier positif fixé. On considére I'équatién- (p*> + 1) =
0. Quelles sont ses solutions? On va essayer de trouver le développement en fraction
continue de la solution positive, que I'on nate
1. Léquation peut s’écrire auss? — p? = 1. Factorise le terme de gauche.
2. Tu as obtenu deux facteurs. Quel est le plus grand des deux ? Peut-il étre nul ? Divise
par ce facteur des deux cotés de I'égalité.

3. Maintenant, ajoute un nombre des deux cotés de I'égalité, de maniere a ne laisser
guez, tout seul, a gauche.

4. Le nombrer apparait également dans I'expression de droite. Remplace cette oc-
currence der par toute I'expression de droite... Et recommence... Quelle fraction
continue obtiendras-tu ainsi ?

Déduis de cela le développement en fraction continug/gie+ 1. Comment trouver celui

de—/p>+17?

En remarquant qu = 12 + 1, retrouve les résultats du début de I'exercice 4. Trouve
le développement en fraction continue .

1Sja est nul, ce nest plus une équation de deyré’est une équation de degré
2En fait, si le nombre est strictement négatif, tu sais résoudre aussi : il n'y a pas de solution!
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2.2 Autres racines carrées d'entiers

Exemple 6. Voici une technique pour calculer le développement en fraction continue
de v/6 (sans calculatrice !). Tout d’abord, on détermine la partie entiér¢@eComme

4 < 6 < 9, cette partie entiére e8t La technique pour construire le développement en
fraction continue va étre de faire apparaitre « artificiellement » des termes geionea

de faire apparaitre. La clé va étre I'identité remarquable b*> = (a —b)(a+b), que I'on

a déja utilisée a I'exercice précédent.

\/6:\/6—2+2:2+W6—2)(¢6+2) 5, 64

V6 +2 V6 +2
2 1
\/7
V6 + 2 B+2

Petite explication sur le calcul que je viens de faire :

— Je fais apparaitre la partie entiére\de, c’est-a-dire2.

— Ce qui restey/6 — 2, je commence par I'écrire sous la forr¥e oum est un entier.
Pour ¢a, je remarque que/6 — 2)(v/6 + 2) est un nombre entier grace a l'identité
remarquable. Alorsy = (/6 — 2)(v/6 +2) = 2 etz = /6 + 2 me donnent bien la
forme que je voulais.

— Enfin, jécris \/gﬁ sous la formeZ, etz = @ est un nombre qui n'a « pas de
racine carrée au dénominateur ».
Puis, on traite de la méme maniére le nom#g2 = 1 + ,/3/2. Onal < 2 < 4, donc

la partie entiere dg/3/2 est1, et la partie entiere dé% est2.

V6+2  V6+2 \@—2_2 (V6 —2)(vV6+2)
= - =2+
2 2 2 2(v6+2)
6 — 4 2 1
24— =24

2ty S Tavero T Vero

En rassemblant les deux égalités, on obtient

24+2=2+

1
2+
2+6

Il reste alors & remplacer k6 dans I'expression de droite par toute cette expression, ce
qui donne

V6=2+ =2+ ,
2+ 2 +

1 4+
2+ 2+—1 2+

2+
2+6

2+6




puis on recommence. On trouve donc

V6 =2+

2+
4 +

2+
4+

1
24 ...

ou les deux terme®et4 vont se répéter jusqu’a I'infini.

Exercice 7.En t'inspirant de I'exemple d¢/6, trouve le développement en fraction conti-

nue dev/3.

2.3 Autres solutions d’équations de degré 2

On vient de voir des exemples de développement en fraction continye detin est
un nombre entier. Mais les solutions d’équations du second degré ne sont pas toutes de
cette forme-la!

1‘2‘/5 sont tous les deux solutions de I'équa-

Exercice 8. Vérifie que les nombre%\/5 et
tionz? —2 —1=0.

Exercice 9. On va noterp = %5 Ce nombre est connu des mathématiciens sous le
nom denombre d’of. On va trouver son développement en fraction continue en utilisant
le fait quey? — o — 1 = 0. En effet, cela donne ausst = ¢ + 1.

1. Qu’obtient-on en divisant par des deux cotés de I'égalité ?

2. Enremplacant le de droite par toute I'expression, technique que I'on a déja utili-
sée a plusieurs reprises, et en recommencant a l'infini, on trouve le développement
en fraction continue de. Quel est-il ?

2.4 Développement périodique

Tous les exemples de solutions d’équations de d&gté nous avons vus ont un point
commun : le développement en fraction continue que nous avons calculé « se repete » au
bout d’un certain temps : dans I'exemple ¢&, au bout d’'un moment, les entiers
sont tous égaux 2 Plus généralement, poyrp? + 1, au bout d’'un moment ils sont tous
égaux &p. Dans I'exemple de/6, au bout d’'un moment, ils alternent enfret4, et dans
I'exemple dey/3, entrel et2. Enfin, dans I'exemple de, ils sont tous égaux &

Lorsque la suite des nombres se répete ainsi au bout d’'un moment, on dit que le
développement egieriodique Les développements dgp? + 1 et dey sont periodiques
de période1 car il y a un seul nombre qui se répéte. Les développemerfXet /6
sont depériode2 car c’est une suite de deux nombres qui se répéte. On peut trouver des
exemples de développements de périddé, 5, ou nimporte quel autre entier... Ainsi,

3Si tu veux en savoir plus sur ce nombre, tu peux par exemple taper « nombre d’or » dans ton moteur de
recherche préféré...



le développement d¢/7 est de période, car la suite(1, 1, 1,4) se répéte au bout d’un
moment. Le nombré’-%ﬁ, qui est solution de I'équatiodu? — 42 — 2, est de périod8
car la suite(1, 1, 2) se répete.

En fait, tousles nombres qui sont solution d’'une équation de dégaécoefficients
entiers, mais pas d’une équation de dedréont un développement en fraction continue
périodique ! Pour le trouver, on peut utiliser la méme méthode que celle que j'ai présentée
pour/6. Mais plus la période est longue, plus la méthode est longue ! Précisément, pour
V6, il y avait deux étapes : une qui consistait a faire des manipulations a paxtié et
une qui consistait a faire des manipulation a partirf%ég. Lorsque la période est, il

faut fairen étapes! (Tu peux essayer awgt ou %@ Si tu veux.)

Réciproquementpusles nombres qui ont un développement en fraction continue pé-
riodique sont solutions d’'une équation de degréoyons, a l'aide de quelques exemples,
comment on pourrait le démontrer.

Exemple 10. Supposons qu’un nombres’écrive

1
1
24 ...

r =2+
2+

ou le nombre2 se répéte. Rappelle-toi comment on avait obtenu la plupart des déve-
loppements en fraction continue : on avait un nombre, que I'on exprimait en fonction de
lui-méme a I'aide d’'une expression fractionnaire, et on le remplacait dans cette expression
par I'expression toute entiere, puis on recommencait. La, on va utiliser I'astuce inverse :
on a une fraction continue qui est périodique. Cela signifie que I'on retrouve la fraction
continue « a l'intérieur d’elle-méme » : dans notre cas, on a

1 1
24— =2+—
54 1 x
24
autrement dit, .
r=2+—.
X

Maintenant, en multipliant des deux co6tés paron obtientz?> = 2x + 1, ou encore
2? — 22 — 1 = 0. Notre nombrer est bien racine d’une équation de degi@coefficients
entiers!

Exemple 11. Mais on n’est pas toujours dans un cas aussi simple. Par exemple, il se
peut que le développement ne soit pas périodidge le débutC’est d’ailleurs ce qui
se passe dans la plupart des cas (parmi nos exemples,/6 ou /3 n‘avaient pas un
développement périodique depuis le début). Il faut alors commencer par faire quelques

4C'est-a-dire qui ne sont pas des nombres rationnels : les nombres rationnels ont un développement en
fraction continue qui s’arréte.



manipulations supplémentaires. Par exemple, supposons que le npg¥dceve

1

y=3+

1+
2+
2+

1
24 ...

ou ensuite, le nombre se répéte. On commence par se ramener a un nombre dont le
développement est périodigdepuis le début on soustrai3 des deux cétés, on prend
I'inverse, puis on soustraitau résultat, et on prend encore l'inverse, ce qui donne

1 1

B | 9 1
y—3 +2_|_...

Puis on fait comme dans I'exemple précédent, mais en remplaq:&‘rrtL;_1 ;

y—3

1 1 1 1
—:2+—:2+<——1):1+—,
L_l 1; y—3 y—3
y_3 - 1

y—3

en on continue en faisant des réductions au méme dénominateur. Tu peux vérifier que le
nombrey obtenu est solution de I'équati@y? — 12y + 17 = 0.

Lorsque la période est plus grande, la encore, c’est plus long, mais en utilisant la méme
astuce et en réduisant de proche en proche au méme dénominateur, on obtient encore une
équation de degrg

Exercice 12. Trouve une équation de degt&ont le nombre

1

T =3+
1+
3+

1
1+-..

est solution.

3 Retour sur le nombre d’or

Comme je l'ai dit dans la premiére partie, leduitesd’'un nombrez (c’est-a-dire
les fractions continues « tronquées ») sont des approximatiomsalé sont de plus en
plus proches de. On peut s’approcher d’aussi prés que I'on veutrdpourvu que I'on
s’arréte suffisamment loin dans le développement. Dans cette partie, nous allons étudier
plus précisément les réduites du nombre d’or.



3.1 Suite de Fibonacci

En mathématiques, ce que I'on appelle gnée c’est la donnée de nombresg, u.,
us, ... assOCiés a chacun des entiers, 2, .. ., ce que I'on note de maniere plus courte
(un)nen, l'indice «n € N» voulant dire que: parcourt tous les entiers naturels. On
utilisera parfois I'indice «» € N*» qui signifie que la suite commence a l'indite
Pour se donner une suite quelconque, il faudrait donc pouvoir se donner une infinité de
nombres, ce qui, en général, n’est pas possible. Cependant, certaines suites peuvent étre
définies par des formules. Cela peut étre des formules directes; par exémpley,
ou (n?),en, OU (), SONt des suites. Ce sont, respectivement, les siiifes4, 6, . . .),
(0,1,4,9,...), (m,m, 7, ...). llyaaussi un autre moyen de définir une suite, qui s’appelle
la définition parécurrence Cela signifie que I'on se donne seulement les premiers termes
de la suite (souvent le premier, parfois les deux premiers, mais on peut avoir besoin d’en
fixer plus), et que I'on a ensuite une formule qui permet d’exprimer un terme en fonction
des précédents. Voici quelques exemples :

U0:2
— 2
Un41 = Uy

On connaitu, et on sait calculer chaque terme de la suite en fonction du précédent : on
peut donc calculen; = u2 = 4, uy = u? = 16, uz = u3 = 256, etc...
Il est aussi possible que, . ; dépende a la fois de, et den. Exemple :uy = 1,
Upt1 = (n+ Du,. Onaalorsy =1 xug=1,us =2 xu; =2,u3 =3 Xuy =6, ...
(En fait, on peut remarquer que, dansce @gs=n X (n — 1) X (n —2) x -+ x 2 x 1.
On note ce nombre!, et on lit « factoriellen ».)

La suite a laquelle nous allons nous intéresser est appeiteede Fibonacgidu nom,
ou pour étre plus exacte, du surnom, d’'un mathématicien italieridégéme etxiii -ieme
siécles, qui est le premier a avoir étudié cette suite. Elle a de nombreuses applications
en mathématiques. Nous allons voir qu’elle est reliée au nombrevidida théorie des
fractions continues. Nous allons noter cette sUig),.cn, c'est une suite définie par ré-
currence. Nous allons exprimer chaque terme de la suite en fonctiodedetermes
précédents, et du coup, nous avons besoin de nous fixdelegpremiers termes de la
suite. Voici la définition.

F[) - O
Fl = 1
Fn+2:Fn+1+Fn

Calculons, pour voir, quelques termes. Ofa= F1 + Fo =14+ 0= 1, F3 = F, + F;, =
14+1=2F,=F+F,=24+1=3F,=F, +F;,=3+2=5..

Exercice 13.CalculeFg, I et F.



3.2 Lesréduites du nombre d’or

Revenons au nombre d’or et a ses réduites. Le développement en fraction continue du
nombre d’or, que tu as du trouver a la partie précédente, est

1

p=1+
1+
1+

1
1+

Les réduites du nombre d’or sont les fractions que I'on obtient en tronquant :

1 1—1—1 1+ !
Y 17 1+%7

Exercice 14. Mets les réduites successives sous forme d’'une fra%ti(,metq entiers).

Tu peux par exemple faire ca avec fesu 6 premiéres réduites. Que constates-tu ? A ton
avis, a quoi est égale taieme réduite ?

Exercice 15.Nous allons essayer de démontrer I’hypothése que tu as faite a I'exercice
précédent. On suppose quenldéme réduite s’écrit sous forme d’une fraction (irréduc-
tible) 2=

1. Que valenp, etq; ?p, etqs ?

2. Que vaut la fractio@:—ﬁ en fonction de la fractio@f ?

3. On va admettre que, en réduisant « bétement » au méme dénominateur, la fraction
obtenue est encore irréductible. (As-tu une idée de la raison pour laquelle il en est
ainsi ?) A quoi est égaj,., en fonction dey,, ? Déduis-en une relation de récurrence
vérifiée par la suitép,, ) ,en--

4. A quoi est égale la Suite,, ).en+ ? Et la suite(g,).en+ ? Est-ce bien I'hypothése
gue tu avais faite a la question précédente ?



