SUR LA GENERICITE DES TRESSES PSEUDO-ANOSOVIENNES II :
CONJUGAISONS VERS DES TRESSES RIGIDES

SANDRINE CARUSO ET BERT WIEST

1. INTRODUCTION

Dans l'article récent [I], S. Caruso a démontré le résultat suivant : dans chaque groupe
de tresses B,,, parmi les tresses dans la [-boule du graphe de Cayley avec pour systeme de
générateurs les tresses simples, pour [ assez grand, la proportion des pseudo-anosoviennes
est bornée inférieurement par une constante positive qui ne dépend pas de [ (mais elle
peut dépendre de n). En plus de cela, parmi les tresses rigides avec longueur canonique [,
la proportion des pseudo-anosoviennes tend vers 1 quand [ dans U'infini. L’objectif de cet
article est de démontrer le résultat plus fort :

Théoréeme Dans chaque groupe de tresses By, parmi les tresses dans la l-boule du
graphe de Cayley avec pour systéme de générateurs les tresses simples, la proportion des
pseudo-anosoviennes tend vers 1 quand | tend vers linfini. De plus, cette convergence est
exponentiellement rapide.

En fait, on démontre un résultat technique légerement plus fort : dans I’énoncé du
théoreme, on peut remplacer « pseudo-anosoviennes » par « tresses qui admettent une
conjugaison non-intrusive vers une tresse rigide pseudo-anosovienne ».

Le plan de Particle est le suivant : dans la section |2, nous rappelons quelques définitions
classiques. Dans la section [3| nous énoncons le fait que, parmi les tresses d’infimum fixé,
la proportion de celles admettant une conjugaison non intrusive vers une tresse rigide
tend exponentiellement vite vers 1 lorsque la longueur canonique tend vers l'infini. Ce fait
sera démontré dans la section [ grace a la notion de tresse bloquante. Nous démontrons
le théoreme principal de cet article dans la section [b et enfin, nous en tirons quelques
conséquences et conjectures dans la section [7]

2. DEFINITIONS

Rappelons que le théoreme de classification de Nielsen-Thurston affirme qu’un élément
f € B, est soit périodique, soit réductible non périodique, soit pseudo-anosovien. Nous
attirons 'attention du lecteur sur le fait que, dans le cas de B,,, la définition de périodique
est la suivante : une tresse x € B,, est périodique si et seulement si il existe des entiers non
nuls m et [ tels que 2™ = A, ol A = (o1 0p_1)(01 -+ On_2) - - - (0102)01 (A correspond
au demi-twist autour du bord du disque).
1
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D’autre part, nous rappelons quelques éléments de théorie de Garside, dans le cadre des
groupes de tresses (on pourra consulter [4] ou [5] pour plus de détails).

Le groupe B, est muni d’une relation d’ordre < définie par = < y < 'y € B, le
monoide des tresses positives. Si z < y, on dit que x est un préfize de y. Deux éléments
x,y € B, ont un unique plus grand préfixe commun, noté x A y.

On définit également = par = = y < xy~ ' € B. Remarquons que = 3= y n’est pas
équivalent a y < x. Si x = y, on dit que y est un suffize de x.

Les éléments de I'ensemble {z € B,,,1 < < A} sont appelés tresses simples, ou tresses
de permutation.

Définition 2.1 (pondération & gauche). Soient s1, so deux tresses simples dans B,,. On
dit que s; et so sont pondérés a gauche, ou encore que le couple (s1,s2) est pondéré a
gauche, s’il n’existe aucun générateur o; tel que sio0; et o; 132 soient toutes les deux encore
simples.

Définition 2.2 (ensemble de départ, ensemble d’arrivée). Soit s € B, une tresse simple.
On appelle ensemble de départ de s 'ensemble S(s) = {i,0; < s} et ensemble d’arrivée de
s 'ensemble F(s) = {i,s = 0;}.

Remarque 2.3. Deux tresses simples s; et s sont pondérées a gauche si et seulement si
S(Sg) C F(Sl).

Proposition 2.4. Soit x € B, . Il existe une unique décomposition r = APxy---x, tels
que x1,...,T, sont des éléments simples distincts de A et de 1, et tels que pour tout
i=1,...,r—1, x; et ;41 sont pondérés a gauche.

Définition 2.5 (forme normale a gauche). Dans la proposition précédente, I’écriture x =
APxy ---x, s’appelle forme normale a gauche de x, p est appelé 'infimum de z et noté
infx, p+r est le suprémum de x et noté supz, et r est appelé longueur canonique de x
et noté £.(x).

En outre, si r > 1, on note t(x) = 7 P(x1) le facteur initial de x, ou 7 désigne la
conjugaison par A, c'est a dire 7(x) = A~'zA. En particulier, «(z) = 21 si p est pair,
(z) = Az A~ si p est impair. On note ¢(x) =, le facteur final de z.

3. CONJUGAISONS NON INTRUSIVES

Définition 3.1. Soit z une tresse de forme normale @ = A™ @)z, ... ..2;. Une conjugaison
de x est non-intrusive si la forme normale de la tresse conjuguée contient le sous-mot

:I/‘ DY $ .
2:[L1+1 1-2:[4]

Autrement dit, une conjugaison est non-intrusive si le cinquiéme central de la tresse z
apparailt encore dans la forme normale du conjugué.

Exemple 3.2. Soit x la tresse a 4 brins et de longueur canonique 5 suivante :

T — 090309201 -+ 010309201 - 01092010309 + 03020103 - 010302071.
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Son cinquiéme central est le facteur o109010309. Soit & son conjugué a gauche par les deux
derniers facteurs o3090103 - 01030207 :

T — 030201030103020109030201010302010102010309
=A- 01090103 - 0103 01030201 - 0102010302.

La conjugaison de x vers & est non intrusive, car & contient le facteur oi09010302 dans
sa forme normale.

Notation 3.3. Notons
Bil = {x € B, inf(z) =i, l.(x) = 1}

et p}l’l la proportion, parmi les éléments de Bﬁ;l, des tresses qui admettent une conjugaison
non-intrusive vers une tresse rigide.

i+2,1

“+20 — donc pi! ne dépend que de

On observe que pour tout [ € N et i € Z on a pil = p
n, de [, et de la parité de 7.

Proposition 3.4. I existe une constante pur € |0,1[ (qui dépend de n) telle que pi' >
1- MSR'

L’objectif de la section suivante est de démontrer cette proposition.

4. TRESSES BLOQUANTES ET DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

Notation 4.1. Si X et Y sont deux tresses telles que Y est d’infimum 0, on dit que X -Y
est en forme normale si la forme normale (a gauche) du produit X - Y est égale, en tant
que mot, a la forme normale de X, suivie par la forme normale de Y.
Si XY n’est pas en forme normale, FN, (X -Y') désignera son écriture en forme normale.
Si s1 est le dernier facteur de la forme normale de X, et s9 le premier facteur de celle
de Y, on notera également F(X) = F(s1) et S(Y) = S(s2), de sorte que X - Y est en
forme normale si et seulement si S(Y) C FI(X).

Soit z une tresse d’'infimum ¢ € {0,1}, et de longueur canonique ! > 5. Introduisons
encore quelques notations. On découpe le mot en forme normale représentant = (autre que
la puissance de A initiale) en cing morceaux de taille & peu pres égale, chacun en forme
normale a gauche :

P1(m):x1---x[éw, P2<x):x[é]+1"'$2.[é]’
Pg(m):x?féHl”'xl—z[éw
Py(x) = 2y g1y @y, B(@) =2y

Remarquons que Py (z), Po(z), Pj(z) et Pi(x) ont exactement la méme longueur. Le mot
Ps(z) est le sous-mot central mentionné précédemment. Enfin, notons

Py(z) = 7°(Py(x)) et Ps(x) =7°(P5(x)).
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S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement P; a la place de Pj(x). La tresse x peut
toujours étre conjuguée vers

i=A°.P,-Ps-P,-Py Py

et cette écriture est presque en forme normale a gauche : le seul endroit ou deux lettres
successives ne sont pas forcément pondérées a gauche est la transition de la derniere lettre de
Ps5 vers la premiere lettre de P;. Tous les autres couples de lettres successives sont pondérées
a gauche, méme ¢(P3) suivi par ¢(A®Py) (la derniere lettre suivie par la premiere).

Observation 4.2. Regardons la forme normale de Py - P5- P, - P,. Si

L(Py-Ps- Py - Py)=u(Py) (1)
et

@©(Py- Ps- P - Pp) = ¢(Ps) (2)
alors la tresse  est un conjugué non-intrusif de = (puisque la forme normale de Z contient
P35 comme sous-mot, voir définition , et elle est rigide.

Intuitivement, I’hypothese de ’observation dit que ’écriture de I’élément & en haut
n’est certes pas en forme normale, mais les modifications qu’il faut faire pour le transformer
vers la forme normale sont limitées, localisées a 'intérieur du mot, et ne touchent pas ses
extrémités (a4 une apparition éventuelle de facteurs A pres).

Dans l'exemple [3.2] les hypotheses de I'observation [4.2] sont vérifiées, et le conjugué
est bien rigide.

Notre but maintenant est de démontrer que la proportion des tresses x pour lesquelles
les hypothéses de I'observation [£.2] sont satisfaites tend vers 1 quand la longueur de z tend
vers l'infini. Pour ce faire, nous allons observer qu’il y a certaines tresses qui « bloquent
les réactions en chaine de la transformation vers la forme normale », et que ces « tresses
bloquantes » ont des trés bonnes chances d’effectivement apparaitre.

Rappelons que pour une tresse simple s, on note Js son complémentaire, c’est-a-dire
ds = s7'A. Nous étendons cette définition & toute tresse y par la formule

oy =y~ ASPW),
C’est Punique tresse telle que y - y = AS™PW) | Sj la forme normale de y est ARfyy, gy
alors la forme normale de Oy est g;---7; avec 7,_; = 7 "(Qy;—1) pour i = 0,...,1 — 1
(cest-a-dire J,_; = y; 5 - A = Jy,_; si i est pair et J_; = A -y 5 = 771(dy,_;) si i est
impair). En particulier, inf(dy) = 0 et sup(dy) = £.(y).
Maintenant, le mot en forme normale représentant Py - Ps - Py - Py est

FNg (Py- Py PrePy) = BNy (Py- Py -t) -FN, (71 P - ) (3)

ou
t=P -5 /\8(P4 . P5).

Remarquons que, puisque Py - Ps-t-t~1 . 9(Py - P5) = ASW(Pals) — Asup(PaPst) - op g

O(Py-Ps-t)=t""-0(P;- Ps). (4)
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Ceci suggere une fagon d’énoncer le probléeme dans laquelle P - Py et O(Py - Ps) jouent des
roles strictement symétriques :

Lemme 4.3. Supposons que
ot PL-Py) = @(Py - Py), (5)
et
Pt~ - O(Py- Ps)) = @(d(Py - P5)). (6)
Alors les hypothéses de l'observation [{.3 sont satisfaites.

Démonstration. En vertu de 1’égalité (3)), on a
(p(P4 . P5 . P1 . Pg) = (p(t_l . P1 . PQ)
Comme P - P, est en forme normale, ¢(P; - Py) = ¢(P,), ce qui donne I'implication de

vers , et
L(P4 . P5 . P1 . PQ) = L(P4 . P5 . t)
ce qui, couplé & ([4)) et au fait que ¢(Ps- Ps) = t(Py), donne Pimplication de (6) vers (). O

Notre but maintenant est de démontrer que, dans la plupart des cas, et @ sont en
effet satisfaites.

Définition 4.4. Une tresse positive o est bloguante s’il existe un ¢ € {1,...,n — 1} tel
que pour toute tresse X avec inf(X) = 0, en forme normale, telle que X - « est en forme
normale, la seule tresse simple non triviale qui est un suffixe de X - a est o; ; autrement
dit, le dernier facteur de la forme normale a droite de X - « est o;.

Lemme 4.5. Soit a une tresse bloquante et X une tresse telle que inf X = 0. Soit t un
préfize de X -, ou X -« est en forme normale. Si (0; =)p(X - @) # @t~ - X - a) alors
t=X"-a.

Démonstration. Soit s = t~!- X -« la tresse telle que t - s = X - o (bien siir, ¢ - s n’est
pas en forme normale tel qu'il est écrit). Supposons (pour obtenir une contradiction) que s
soit non trivial. Alors ¢(s) est une tresse simple non triviale qui est un suffixe de s et donc
de t-s= X - «. Or, par hypothese, la seule tresse simple non triviale qui est un suffixe de
X -a est 0;. Donc ¢(X - ) = ¢(s) : contradiction. O

Lemme 4.6. Soit a une tresse bloguante et X une tresse telle que inf X = 0. Soit t un
préfize de X -a-Y, ot X -a-Y est en forme normale. Si p(t™1- X -a-Y) # o(X -a-Y)
alors la forme normale de t contient la forme normale de X - « en tant que préfize.

Démonstration. Soit t1 = t A X - a. Alors nous affirmons, et démontrons plus bas, que
<p(t1_1 - X -a) # ¢(X - ). En appliquant le lemme précédent & ¢1, on en déduit que X - «
est un préfixe de t. Il reste & montrer que la forme normale de X - o est méme le début de
la forme normale de ¢ : en effet, ¢ étant un préfixe de X - - Y, (X - @)~ 't est un préfixe
de Y et en particulier, S((X - a)~') ¢ S(Y) C F(«a), la derniére inclusion venant du fait
que X -a-Y est en forme normale. Donc X - o - FNg((X - )~ 't) est en forme normale, ce
qui implique ce que nous voulons.
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Voici la démonstration de notre affirmation. On suppose, par ’absurde, que go(tl_l - X
@) = p(X - a) : cela signifie que FNg(t;* - X - a) - Y est en forme normale. On en déduit,
comme t; 't At7 X -a =1, que 'on a également t; 't At; X -a-Y = 1. Puis, comme #] 't
divise a gauche tl_lX -a-Y,on a tl_lt = 1. Enfin, cela implique que ¢ est un préfixe de
X -a,etdonc ot - X -a-Y)=¢(X -a-Y) : contradiction. O
Lemme 4.7. [l existe des tresses bloquantes.

Démonstration. En voici une construction : en notant A;; le demi-twist positif sur les
brins numéro 4,7+ 1,...,Jj, posons

a=A1p10p-1 D1 p—20p-10p—2 - A1 n_30,—20,-3 - A1 40,304 ""

0109010403 - 0103092 * 02.

Fic. 1. Exemple d’une tresse bloquante a 6 brins. Les croix jaunes in-
diquent les ensembles de départ et d’arrivée.

Par exemple pour six brins
QO = 0109203040102030102010%5 - 0109030102010504 + 0102010403 + 0103092 - 09.

C’est un mot de tresse qui est en forme normale a gauche, mais aussi en forme normale
a droite. Nous observons que 'ensemble de départ de a est S(a) = {1,...n — 2} et
son ensemble d’arrivée est F'(a) = {2}. Si X - @ est en forme normale (a gauche), alors
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F(X)D2{l,...,n—2} et donc F(X) = {1,...,n — 2}. Ceci implique que X - v est aussi en
forme normale & droite. Donc le seul facteur simple qu’on peut extraire a droite de X - «
est oo, comme souhaité. O

Démonstration de la Proposition[3.J On note encore
t=P,- P /\8(P4 . P5)

Nous allons appliquer un raisonnement symétrique a Py - Py et O(Py - P5). Pour cela,
remarquons que

FN (9(Py - Ps)) = FNy (9P5) - FN (") (9Py) ) = FN, (9Ps) - FN,, (Tf%W (OPy)) .

Ainsi, P; et 0P5 d’une part, et P; et 7l5] (0Py) d’autre part, joueront un rdle symétrique.
Le lemme suivant découle du lemme 3.5 et de la remarque 3.6 dans [I].

Lemme 4.8. Soient ay, a2, az des fonctions de I a valeur dans N, avec a1 + a3 et as
croissantes et tendant vers linfini quand | tend vers l'infini, et telles que ai(l) + az(l) +
as (l) =1.

Pour toute tresse x d’infimum e € {0,1} et de longueur canonique 1, de forme normale
Afxy -z, notons P(x) = Tq, (141" * Tay (1)+as(t) (P(T) est une partie de la forme normale
de z de longueur as(l)).

Soit w une tresse de longueur fizée k. La proportion des tresses x € Bt telles que la
forme normale de P(z) contient celle de w comme sous-mot tend exponentiellement vite
vers 1 quand | tend vers l’infini.

l
En particulier, la proportion des tresses z telles que P et 7/5! (OPy) contiennent des
tresses bloquantes tend vers 1 exponentiellement vite.
Parmi ces tresses la, selon le Lemme une condition nécessaire pour que

©(Py- Ps- P1- Pp) # o(P),

et donc (t~!- P; - Py) # o(Ps), est que la forme normale de ¢ contienne celle de Py en
tant que préfixe. (Intuitivement, le facteur P; doit étre complétement « mangé » lors de la
transformation de Py - Ps - P, - P» en forme normale.) Ceci revient a dire que P; doit étre
un préfixe de dP5. Or, la proportion des tresses x pour lesquelles ceci est le cas décroit
exponentiellement vite avec la longueur [.

En voici la démonstration : une tresse x vérifiant la propriété ci-dessus est déterminlée

par les | — (é] premiers facteurs de sa forme normale (autre que les A initiaux), les [¢]

derniers étant les complémentaires des [él premiers (ou de leur conjugué par A). D’apres
[1], le nombre de telles tresses (ayant le méme infimum) est de I'ordre de A=T51 pour une
constante A > 1 (qui dépend de n), tandis que le nombre total de tresses d’infimum fixé
est de I'ordre de A'. La proportion des tresses z vérifiant cette condition est donc de 1'ordre
de A~ T51

Par 'argument symétrique, il n’arrive qu’exponentiellement rarement que

L(P4 . P5 . P1 . Pz) 7& L(P4).

démonstration fausse
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Selon I'observation [4.2] la proportion des tresses z telles que & est un conjugé non-intrusif
et rigide tend exponentiellement vite vers 1 avec la longueur canonique de x. O

5. GENERICITE DES TRESSES PSEUDO-ANOSOVIENNES

Théoréme 5.1. Dans chaque groupe de tresses B, , parmi les tresses dans la [-boule du
graphe de Cayley, la proportion des pseudo-anosoviennes tend vers 1 quand [ tend wvers
Uinfini. De plus, cette convergence est exponentiellement rapide.

Plusieurs points clé de cet argument sont déja présents dans [I].

Lemme 5.2. Il eziste une constante ppa (qui dépend de n) telle que, parmi les tresses
dans Bf;l , la proportion de celles qui sont conjugables de facon non-intrusive vers une tresse
rigide pseudo-anosovienne est supérieure a 1 — ,uéA (pour 1 assez grand, indépendamment

de i).

Démonstration. En combinant un théoréme de Gonzéalez-Meneses / Wiest, avec celui de
Bernardete / Guttierez / Nitecki, on voit que chaque facteur de la forme normale d’une
tresse rigide réductible doit soit envoyer une courbe ronde sur une courbe ronde, soit
préserver une courbe presque ronde, de telle facon que soit tout couple de brins a 'intérieur
de la courbe presque ronde ou bien ne se croise pas de tout, ou bien se croise dans chaque
facteur. L’article [I] (dans la proposition 4.4) profite de cette obstruction a la réductibilité
de tresses rigides pour exhiber deux sous-mots, d’une longueur de deux ou trois lettres
chacun, qu'une tresse rigide ne doit pas contenir tous les deux, ou son complémentaire
contenir le deuxieme, si elle veut étre réductible.

Regardons la proportion, parmi les éléments = de Bf;;l, des tresses qui contiennent, dans
leur cinquiéme central Ps(x), les deux sous-mots mentionnés au paragraphe précédent,
pendant que simultanément, leur complémentaire contient le deuxieme dans son cinquiéme
central P3(0x) (qui est égal & OP3(x) ou a 7(90Ps(x)) selon la valeur de [). II découle du
lemme [£.8] que cette proportion tend vers 1 exponentiellement vite : il existe une constante
ue (qui dépend de n) telle que cette proportion est supérieure a 1 — ,u,lC. (L’index C' dans
la notation p¢ vient du mot « courbe ».)

Regardons maintenant I'intersection des deux sous-ensembles de B5! :

(1) Les tresses de Bf;l qui sont conjugables, de fagon non-intrusive, vers une tresse
rigide
(2) Les tresses = de B! qui contiennent , dans leur cinquiéme central P3(z), les trois

sous-mots qui empéchent la réductibilité de tresses rigides. (Remarquons que ce
sous-ensemble peut contenir des tresses réductibles mais non-rigides.)

Des tresses qui appartiennent a cette intersection ne peuvent pas étre réductibles, par
construction. En plus, les seules tresses rigides périodiques sont les puissances de A (voir
[1]). Donc tous les éléments de cette intersection se conjuguent de facon non-intrusive vers
une tresse rigide et pseudo-anosovienne.

En outre, la proportion des éléments de B%! appartenant au premier sous-ensemble est
au moins 1 — ,uﬂ% d’apres la Proposition et pour le deuxieme sous-ensemble c’est au
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moins 1 — ,ulC. La proportion des éléments appartenant a l'intersection des deux est au
moins 1— b, — ,ulc. Donc pour tout jipa supérieur & max(ug, ptc) on a le résultat souhaité.
Ceci termine la démonstration du Lemme [5.21 O

Démonstration du Théoréme[51. On va mélanger trois ingrédients.
Premiérement, comme dans [I] on observe que la [-boule B(l) du graphe de Cayley de
B, est la réunion disjointe

I -k
BU)= |J | B
k=0i=—1
(Cette observation nécessite de savoir que les tresses en forme normale mizte sont des
géodésiques, ce qui est démontré dans [3].)
Deuxiémement, on se souvient aussi de [I] qu’il existe un nombre A > 1 (qui dépend

de n) avec la propriété que |[Bi*| = ©(A\F), c’est-a-dire que les suites |B/\T; et | B/\’V’“ restent

bornées.

Troisiemement, nous rappelons que dans chaque Bf{k, la proportion des tresses qui n’ont
pas de conjugaison non-intrusive vers une tresse rigide pseudo-anosovienne est un O(u’; 1)
pour un certain nombre pp4 avec 0 < ppa < 1.

Donc le nombre total des tresses dans la [-boule qui ne sont pas non-intrusivement
conjugués vers une tresse rigide, pseudo-anosovienne est un

O((2+1)+ 20 (A prpa) + (2= 1) (A ppa)? + -+ (2= L+ 1) - (- prpa))

La proportion, parmi les tresses dans la [-boule, de ceux qui ne sont pas non-intrusivement
conjugués vers une tresse rigide, pseudo-anosovienne est donc un

2041 21 20 — 1) - 2 20 —1+1)-
O( +1 2epa LoD, )+ Hpa

)\l >\l—1 )\l—l 1

<0 ((z +1) (20 +1) - (max(iaupM)l)

et donc, pour tout £ > 0 un
!
O ((max(}\,,upA) + a) > .
En choisissant ¢ suffisamment petit pour que max(%, fpa) +€ <1, o0n alerésultat. O

6. SOLUTIONS RAPIDES AU PROBLEME DE CONJUGAISON

Le but de cette section est de démontrer que « génériquement, le probléme de conjugaison
dans B,, peut étre résolu en temps quadratique ». Rappelons d’abord une méthode standard
pour résoudre le probléeme de conjugaison dans les groupes de tresses. Pour décider si deux
tresses données x; et xo sont conjuguées, on calcule un certain sous-ensemble SC(z;) de la
classe de conjugaison de x;, pour i = 1 et ¢ = 2. La définition exacte de ce sous-ensemble
« des circuits glissants » SC(x) d’une tresse x ne nous intéressera pas ici; nous aurons
juste besoin de savoir deux choses :
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— L’ensemble SC(z) ne dépend que de la classe de conjugaison de z, et il est toujours
non-vide.
— Si la classe de conjugaison de x contient une tresse rigide, alors SC(z) est exactement
I'ensemble des conjugués rigides. [6].
Pour décider alors si x1 et xo sont conjugués, il suffit de tester si un élément arbitrairement
choisi de SC(z1) est contenu dans SC(x2).
Notre but est de démontrer que pour un élément x de B, « générique », on peut calculer
lensemble SC(x) en temps polynomial.

Remarque 6.1. Remarquons que pour une tresse rigide x,, ’ensemble des conjugués
rigides SC(z,) contient au moins toute l'orbite de z,

— par T, c’est a dire conjugaison par A, et

— par permutation cyclique des facteurs autre que A.
Cette orbite a au plus 2 - {.(x,) éléments. On verra que pour une tresse « générique »,
I’ensemble des conjugués rigides contient exactement une telle orbite.

Théoréme 6.2. [l existe un algorithme, qui prend en entrée une tresse x € B, , qui s’exé-
cute en temps O(£c(7)?), et qui renvoie comme réponse

(1) ou bien un conjugué rigide de x, fourni avec le certificat que l’ensemble des conju-
gués rigides de x ne contient que son orbite par T et par permutation cyclique des
facteurs (autres que A),

(2) ou bien bien la réponse « Je ne sais pas ».

Parmi les éléments dans la boule de rayon | du graphe de Cayley de B, , la proportion des
tresses dans le cas (2) tend vers 0 exponentiellement vite quand | tend vers l'infini.

Démonstration. Comme dans la section 4] on découpe la tresse z en 5 morceaux Py, Ps,
Py, Pj et PL, et on note Py = 7 %(P)) et P5 = 7%(P!). On note Py = Py - P
et Pys = Py Ps. (En fait, pour le déroulement de l'algorithme, il suffirait de couper la
tresse en 3 morceaux, mais pour la rédaction de cette démonstration, nous réutilisons les
notations des sections précédentes et le découpage en 5 morceaux.) Puis on exécute les
opérations suivantes :

(1) calculer FNg(P45P12) )
(2) tester si t(Py5P12) = t(Py5). Si ce n’est pas le cas, renvoyer « Je ne sais pas ». Si
c’est le cas, continuer 'exécution ;

(3) tester si p(PasPi2) = @(Pi2). Si ce n’est pas le cas, renvoyer « Je ne sais pas ». Si
c’est le cas, continuer ’exécution ;
(4) tester si Py contient dans sa forme normale le facteur en forme normale (Ao, ') o7.
Si ce n’est pas le cas, renvoyer « Je ne sais pas ». Si c’est le cas, continuer ’exécution ;
(5) renvoyer Ainf:cp45P12P3.
Les tests (2) et (3) vérifient si les conditions de 1’observation sont vérifiées pour la

tresse x. Si tel est le cas, cela assure que la tresse y = A™? Pys Py Py est bien un conjugué
rigide de x, et, en outre, que la conjugaison se fait de maniére non intrusive. Supposons
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maintenant que x vérifie le test (4). Comme la conjugaison est non intrusive, y contient
également le facteur (Ao, 1) - 01 ; puis, en permutant cycliquement les facteurs de y, on
obtient une tresse rigide z vérifiant t(z) = o1 ou g, et p(z) = (Aoy ') ou (Ao, ty).

Nous affirmons que l’ensemble SC(z) est alors réduit a l'orbite définie & la remarque
La démonstration est essentiellement la méme que celle du lemme 2.4 dans [2]. Pour
pouvoir I’adapter a notre cas, il suffit de montrer la chose suivante : aucun des conjugués
de z par les préfixes stricts de ¢(z) et de d¢(z) ne sont dans SC(z). Or, cette affirmation
est une tautologie, puisque ni ¢(z) = o1 ou 0,1, ni dp(z) = o2 ou 0,2, ne possede de
préfixe strict !

Ceci montre que I’algorithme renvoie bien le résultat attendu.

Etudions & présent la complexité de cet algorithme. D’aprés [5], la complexité du calcul
de la forme normale FNg(PysPr2) est en O(lo(PysPi2)?) = O(fe(z)?). Les tests (2) et
(3) sont réalisés en temps constant, le test (4) en temps linéaire. La complexité finale de
'algorithme est donc bien O(f.(x)?).

Enfin, le fait que la proportion des tresses pour lesquelles ’algorithme renvoie « Je ne
sais pas » tend exponentiellement vite vers 0 quand [ tend vers 'infini est une conséquence
des propriétés démontrées a la section [4] : la proportion de tresses dans la boule de rayon
[ dans le graphe de Cayley qui vérifient les hypotheses de ’observation (c’est-a-dire les
tests (2) et (3)) tend exponentiellement vite vers 1 quand [ tend vers U'infini. D’apres le
lemme c’est également le cas des tresses vérifiant le test (4). O

Remarque 6.3. Dans la pratique, on pourrait remplacer le test (4) par « tester si Ps
contient dans sa forme normale un facteur de la forme (Aaj_l) 04, © # j ». Cela ne change
pas la complexité en O(£.(z)?) de I'algorithme, tout en étendant 1’'ensemble des tresses pour
lesquelles I'algorithme renvoie un conjugué rigide tel que I’ensemble des circuits glissants
est réduit a lorbite de la remarque [6.1]

7. CONSEQUENCES ET QUESTIONS
Nous remercions Alessandro Sisto qui a attiré notre attention sur le corollaire suivant.

Corollaire 7.1. Pour tout entier positif |, il existe une boule de rayon | dans le graphe de
Cayley de B, qui ne contient que des éléments pseudo-anosoviens.

Démonstration. Sitout sommet du graphe de Cayley était a distance au plus [ d’un élément
non pseudo-anosovien, alors le graphe serait recouvert par des [-boules autour des éléments
non pseudo-anosoviens. Ceci impliquerait que les [-boules autour des éléments non pseudo-
anosoviens dans la R-boule B(R) recouvraient la (R —1[)-boule B(R —1). (Attention, elles
ne recouvriraient pas forcément toute la R-boule car les points [-proches du bord de celle-ci
peuvent étre recouvertes par des [-boules centrées en-dehors de la R-boule.) On a donc

#(B8 € B(R), 8 non pseudo-anosovien) - #(B(l)) > #(B(R — 1))

donc
#(B8 € B(R),  non pseudo-anosovien) - 1 #(B(R-1))

#(B(R)) ~#B0)  #BR)
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Pour chaque [ fixé, le membre de droite reste borné inférieurement quand R tend vers
I'infini (car le groupe de tresses est de croissance exponentielle). Ceci est en contradiction
avec le Théoréme .11 O

Remarque 7.2. Il serait souhaitable d’étendre notre résultat a un cadre beaucoup plus
général. A partir de notre démonstration, il n’est méme pas évident que le théoréme
reste valable si 'on remplace le systeme de générateurs de Garside par une autre famille
génératrice, ou si 'on remplace le groupe de tresses par le sous-groupe des tresses pures
(qui est d’indice fini), ou par le noyau de ’homomorphisme B, — Z qui envoie chaque
générateur d’Artin sur 1 (ce sous-groupe est d’indice infini).

Nous conjecturons que 'analogue dans notre cadre du résultat principal de Sisto [7]
est vrai. Spécifiquement, soit G un groupe non-élémentaire muni d’une famille génératrice
finie qui agit sur un complexe J-hyperbolique, o au moins un élément de G agit de
fagon faiblement proprement discontinue (WPD). Nous conjecturons que la proportion des
éléments dans la [-boule du graphe de Cayley qui agissent de facon WPD tend vers 1
exponentiellement vite quand [ tend vers l'infini.
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