Sandrine GRUSO
Formes linéaires et extensions de corps.

Proposition. Soit ./ K une extension finie de corps. Saitun L-espace vectoriel de
dimension finie, eF’' un K-sous-espace-vectoriel dé tel que pour toute formé.-
linéaire non nullep sur £, o(F) = L. AlorsF = E.

Nous commencgons par démontrer ce résultat dans le caAs-ed.. On raisonne par
contraposée en supposant ques E et en montrant qu’il ne vérifie pas I'hypothese de
I'énoncé. SiF' & F, cela signifie qu’il estinclus dans un hyperpldrde E. Soit alorsp
une forme linéaire suf telle queker ¢ = H. Elle est non nulle et vérifie(F) = {0}.

On se place a nouveau dans le cas général et on montre le lemme suivant.

Lemme. On fixe une formé&{-linéaire non nullet : L — K (par exemple la trace).
Pour toute formei-linéaire ¢ : £ — K, il existe une formd.-linéaire p : £ — L

telle quey =t o .

Démonstration.Tout d’abord, remarquons que gi€ L, (E, L), alorst o ¢ est une
forme K-linéaire deF danskK. Ainsi, I'application

D ,CL(E,L) I £K<E7K)
p — toyp

est bien définie. C’est une applicatidfr-linéaire (simple vérification utilisant 1é-
linéarité det). Etablir le lemme revient & montrer que est surjective. Par dualité,
dimy (L (FE, L)) = dimg(F) etdimg (L (F, K)) = dimg (F). D’autre part,

dimg (L1(E, L)) = dimp, (L, (B, L)) x [L : K] et dimg(E) = dimy,(E)  [L : K].

On en déduit qudimg (L. (E, L)) = dimg (L (F, K)). Par conséquent, pour montrer
gue ® est surjective, il suffit de montrer qu’elle est injective, c’est-a-dire que l'image
d’'un élément non nul est non nulle. Seite £, (E, L), ¢ # 0. Doncy(E) = L. Or,t

est non nulle don¢(L) = K.D'outo p(E) = K ettoy # 0. O

A l'aide de ce lemme, nous pouvons a présent nous ramener au cas déja étudié ou
K = L. Soitt une formeK-linéaire non nulle suf. Alors il existep € L (E, L),
nécessairement non nulle, telle que= t o . Par hypothésep(F) = L et donc
Y(F) = t(L) = K. Nous avons donc montré que le sous-espace vectoral K -
espace vectorigl' vérifie : pour toute formes-linéaire non nulle) surE, ¢(F) = K.
D’apreés le premier cas, on en déduit que- F.



