Sandrine @QRUSO

Développement asymptotique de la série
harmonigue

Référence : Francinou - Gianella - Nicolas, exos X-ENS, analyse 1

Théoréme. Pourn € N*, on poseH,, =  ,_,
asymptotique suivant :

1 1 1
H,=Inn+~v+ — — —i—o( )

2n  12n? n2

%. Alors H,, admet le développement

ou~ est une constante strictement positive appetiestante d’Euler

Etape 1. On définit les suitesu,,) et (v,) paru, = H, — Inn etv, = u, — %
(v, = H,_1 — Inn sin > 1). Montrons que ces deux suites sont adjacentes, et que leur
limite communey est strictement positive.

La suite(u,, — v,) tend ver9) caru,, — v, =

La suite(u,,) est décroissante. En effet,

S|

Inn 4+ In(n + 1) Lo w2 =0
n — Un = ————1n n - - —1n - =
b Untl n—+1 " " n—+1 n+1

car pour toutr > —1,z > Inx.

La suite(v,,) est croissante pour la méme raison. En effet,

Lo+ — 2= (1Y) s 0
Upt1 — Uy = —— +1nn —In(n — —=——1In — 1] >=0.
+ n—+1 n+1l n n n

Par conséquenty,,) et (v,) sont adjacentes. De plus, leur limiteest strictement
positive puisquer; =1 —1In2 > 0.
Cette étape montre qué, = lnn + v+ o(1).

Etape 2. Etudions la suitev,, = u,, — . Pour en trouver un équivalent, on va d’abord
trouver un équivalent dev,, — w,_1) puis utiliser un théoreme de sommation des équi-
valents. On a

| 1 1 +1 1 1 n 1 +1 1
Wy — Wpe] = Uy — Up—1 =In[1—— —=——— —— 40| = —~
! ! n n n  2n? n? n 2n?

La série de terme général, — w,,_; est donc convergente, et le théoreme de sommation
des équivalents affirme alors que les restes sont équivalents :

—+00 —+00

Z (Wp — Wy_1) = =Wy ~ — oYoL

k=n+1 k=n+1



Pour évaluer un équivalent g€, ., kQ , hous allons utiliser un théoreme de comparai-
son série-intégrale. Mais, dans la suite, nous aurons également besoin d’'un équivalent
ded";7 .. 7, nous allons par conséquent démontrer le lemme plus général suivant :

Lemme. Poura > 1,0n a

< 11
ke o —1not’
k=n-+1

Démonstration.La fonctiont — - est décroissante et intégrable §ur+ool. Le théo-
reme de comparaison serle-lntegrale donne alors

00 1 +o0
—dt < / —dt
[t X
n+1
Ona /™ -Ldt = -1 Ainsi, I'égalité précédente s'écrit
“+oo

1 1 < Z ig 1 i
a—1(n+1) ke = a—1n®
k=n+1

Les termes de gauche et de droite sont tous les deux équivalghﬁ%a et par enca-
drement, c’est également le cas du terme du milieu. ]

En appliquant le lemme @ = 2, on en déduit qug_;” ., = ~ =, et par suite,

1 . 1 1
w, ~ —, Ccest-a-dire H,=Inn+~v+ —+o| —
2n 2n n

Etape 3. Posons:, = w, — % et utilisons la méme méthode qu’a I'étape 2. On a

1 1 1 1
Tp—Tpg=mn(1——)+———+

n n 2n  2n—2

1 1 1 . 1 L 1 1 n 1 1
= - - —— — — 0] _— — _
n  2n? 3nd -

1 1 1 1 1 1 1 1
__ﬁ_%“(E)_%+%(1+E+E+O(ﬁ>)
(1 1\ 1 1 1
_(_§+§)E+O<E)”@'




On en déduit que la série de terme général- =,_, converge, et par théoreme de
sommation des équivalents,

+00 >
E (xn - xn—l) = —Tp ~~ E
6k3
k=n+1 k=n+1

ce qui est équivalentiépzln—2 en utilisant a nouveau le lemme. On trouve donc finalement
le développement asymptotique annoncé

1 1 1
H,=Inn+~v+ —— —|—0( )

2n  12n? n2

On pourrait continuer le méme processus et trouver ainsi, de proche en proche, les
termes suivants du développement.



