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Transformée de Fourier dans(R).

Références : Rudin, Faraut (Calcul intégral)
Pommellet pour le théoreme de la page 2

En développement, faire soit Plancherel tout seul, soit le théoreme et le reste en
application (en admettant Plancherel, ou en donnant juste les étapes).

On rappelle la définition de la transformée de Fourier poar L' (R) :
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Le but de ce développement est de construire une transformée de Fouridr*(Rhs
qui aura de meilleures propriétés que celle/de La norme|| - ||, et le produit de
convolutionx sont définis par rapport a la mesuf%A ou \ est la mesure de Lebesgue.

Lemme 1. Pour la norme|| - ||o, L' N L? est dense dank?.
Démonstration.Si f € L?, alorsf, = f - 1, € L' N L*et||f,, — f]2 — 0. O
Proposition 2 (Plancherel) Si f € L' N L%, alors f € L? et| f||» = || f]|2-

Démonstration.Notonsy = \/%Tr/\' On posef(;z:) = f(—x), etg = f = f.Alors
o) = [ Faf@duo) = [ T dut) = 112,

et on calcule égalemerft= f et§ — f - f =1|f]>. Commef et f sont dand.!, g est
également intégrable, et comnfieet f sont dansl?, g est continue et tend vefsen
I'infini (en particulier,g est bornée). Considéronsgx) = \/gﬁ ety,(x) = np(nz).

On pose égalemefit, (t) = e~ . On a alorsp, = d,.

Montrons qudim, (y, * g)(0) = ¢(0). Soite > 0. Commeyg est continue en, il
existen > 0 tel que silz| <7, |[g(z) —g(0)] <e.0Ona
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on(—2)g(x) du(r) — g(0) = /_ on(2)(9(z) — 9(0)) du(x)
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wn(2)(g( 9(0))du($)+/ on(2)(9(x) — 9(0)) dp(z).
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D’une part,

d’autre part,

lim n(2)|g(x) = g(0)] du(z) < 2glloo lim p(x) du(x) = 0.
n—o0 lz|>n n—00 |z|>nn
Donc poum assez grand(y,*g)(0)—g(0)| < 2¢, eton en déduit quem,, (¢, *g)(0) =
9(0).

Montrons maintenant que

WMWWU:/ B, (2)3(x) du(x)

— 00

En utilisant le théoréme de Fubini,
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Enfin, montrons que
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lim ,(2)3(w) du(x) = || f115
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Rappelons qug(z) = |f(x)[*. Ainsi, ®,(z)g(x) > 0. D’'autre part, on ab,(z) <
®,,.1(x) etlim, ¢, (t) = 1. D’apres le théoréme de convergence dominée, on en déduit
I'égalité souhaitée.

Finalement, on a
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1F112 = 9(0) = lim (¢, % 9)(0) = lim [ @, (2)g(x) du(z) = | /13
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ce qui montre également qufec L2. O

Théoréme. Soient(X, d) et (Y, d) deux espaces métriques, étant complet. Soil
une partie dense dank. Si¢ : A — Y est une application uniformément continue,
alors ¢ se prolonge en une unique application continude X dansY . De plus,) est
uniformément continue.



Démonstration.On fixee > 0. L'uniforme continuité de» assure qu’il existey > 0 tel
que
Va,y € A d(z,y) <n=0(¢(x), d(y)) <e.

Soitz € X. CommeA est dense dan¥, il existe une suitéz,,) € AN qui converge
versx. En particulier, elle est de Cauchy, et donc

AN € N,Vn,p > N, d(zp, z,) < 1.

On en déduit que
AN e N,Vn,p > N, 6(¢p(zn), p(z,)) < €

et que la suité¢(z,,)) est de Cauchy. Commié est complet, elle converge.

Montrons que sa limite ne dépend pas du choix de la $ujteconvergeant vers.
Soit (y,) une autre suite del qui tend verse. On définit alors(u,,) parus, = =, et
Usnio = Yn. La suite(u,) est elle aussi une suite dequi tend verse, et d’aprés ce
qui précéde(¢(u,,)) converge. Sa limite est donc commune a cellesdde,,)) et de
(¢(yn)), ce qui assure que ces deux suites ont la méme limite.

On définit alorsy(x) = lim, ¢(x,). Par constructiony est continue. De plus, si
une autre applicatiof continue prolonge, elle vérifie égalemerg(x) = lim,, ¢(z,),
et doncy = &.

Etablissons a présent I'uniforme continuitéleSoientr, y € X tels qued(z,y) <
n, et soient(z,) et (y,) des suites del convergeant respectivement veret y. Par
continuité de la distance, il existe N € N tel que, pour tout. > N, d(x,,y,) < 1.
Ceci entraine qué(o(z,), ¢(y,)) < €, et par passage a la limite, que

o(v(x),(y)) <e.
On a bien montré que est uniformément continue. O

On applique le théoreme précédenta=Y = L? et A = L' N L?. La proposition 2
assure que la transformée de Fouriefde L? dansL? est uniformément continue (car
linéaire). On en déduit qu’elle se prolonge de maniére uniglietaut entier.

Remarquele prolongement est une isométrie et un isomorphismg’d#ansL?.



