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Transformée de Fourier dansL2(R).
Références : Rudin, Faraut (Calcul intégral)

Pommellet pour le théorème de la page 2

En développement, faire soit Plancherel tout seul, soit le théorème et le reste en
application (en admettant Plancherel, ou en donnant juste les étapes).

On rappelle la définition de la transformée de Fourier pourf ∈ L1(R) :

f̂(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−ixtdt.

Le but de ce développement est de construire une transformée de Fourier dansL2(R),
qui aura de meilleures propriétés que celle deL1. La norme‖ · ‖2 et le produit de
convolution∗ sont définis par rapport à la mesure1√

2π
λ oùλ est la mesure de Lebesgue.

Lemme 1. Pour la norme‖ · ‖2, L1 ∩ L2 est dense dansL2.

Démonstration.Si f ∈ L2, alorsfn = f · 1[−n,n] ∈ L1 ∩ L2 et‖fn − f‖2 → 0.

Proposition 2 (Plancherel). Sif ∈ L1 ∩ L2, alors f̂ ∈ L2 et‖f̂‖2 = ‖f‖2.

Démonstration.Notonsµ = 1√
2π
λ. On posef̃(x) = f(−x), etg = f̃ ∗ f . Alors

g(0) =

∫ ∞

−∞
f̃(−x)f(x) dµ(x) =

∫ ∞

−∞
f(x)f(x) dµ(x) = ‖f‖2

2,

et on calcule également̃̂f =
¯̂
f et ĝ = f̂ · ˆ̃f = |f̂ |2. Commef et f̃ sont dansL1, g est

également intégrable, et commef et f̃ sont dansL2, g est continue et tend vers0 en

l’infini (en particulier,g est bornée). Considéronsϕ(x) =
√

2
π

1
1+x2 etϕn(x) = nϕ(nx).

On pose égalementΦn(t) = e−
|t|
n . On a alorsϕn = Φ̂n.

Montrons quelimn(ϕn ∗ g)(0) = g(0). Soit ε > 0. Commeg est continue en0, il
existeη > 0 tel que si|x| 6 η, |g(x)− g(0)| 6 ε. On a

(ϕn ∗ g)(0)− g(0)

=

∫ ∞

−∞
ϕn(−x)g(x) dµ(x)− g(0) =

∫ ∞

−∞
ϕn(x)(g(x)− g(0)) dµ(x)

=

∫ η

−η

ϕn(x)(g(x)− g(0)) dµ(x) +

∫
|x|>η

ϕn(x)(g(x)− g(0)) dµ(x).
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D’une part, ∫ η

−η

ϕn(x)|g(x)− g(0)| dµ(x) 6 ε

∫ η

−η

ϕn(x) dµ(x) 6 ε,

d’autre part,

lim
n→∞

∫
|x|>η

ϕn(x)|g(x)− g(0)| dµ(x) 6 2‖g‖∞ lim
n→∞

∫
|x|>nη

ϕ(x) dµ(x) = 0.

Donc pourn assez grand,|(ϕn∗g)(0)−g(0)| 6 2ε, et on en déduit quelimn(ϕn∗g)(0) =
g(0).

Montrons maintenant que

(ϕn ∗ g)(0) =

∫ ∞

−∞
Φn(x)ĝ(x) dµ(x).

En utilisant le théorème de Fubini,

(ϕn ∗ g)(0) =

∫ ∞

−∞
Φ̂n(x)g(x) dµ(x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φn(t)e−ixtg(x) dµ(t) dµ(x)

=

∫ ∞

−∞
Φn(t)

∫ ∞

−∞
e−ixtg(x) dµ(x) dµ(t) =

∫ ∞

−∞
Φn(t)ĝ(t) dµ(t).

Enfin, montrons que

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
Φn(x)ĝ(x) dµ(x) = ‖f̂‖2

2.

Rappelons quêg(x) = |f̂(x)|2. Ainsi, Φn(x)ĝ(x) > 0. D’autre part, on aΦn(x) 6
Φn+1(x) et limn Φn(t) = 1. D’après le théorème de convergence dominée, on en déduit
l’égalité souhaitée.

Finalement, on a

‖f‖2
2 = g(0) = lim

n
(ϕn ∗ g)(0) = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
Φn(x)ĝ(x) dµ(x) = ‖f̂‖2

2

ce qui montre également quêf ∈ L2.

Théorème. Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces métriques,Y étant complet. SoitA
une partie dense dansX. Si φ : A → Y est une application uniformément continue,
alorsφ se prolonge en une unique application continueψ deX dansY . De plus,ψ est
uniformément continue.
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Démonstration.On fixeε > 0. L’uniforme continuité deφ assure qu’il existeη > 0 tel
que

∀x, y ∈ A, d(x, y) < η ⇒ δ(φ(x), φ(y)) < ε.

Soit x ∈ X. CommeA est dense dansX, il existe une suite(xn) ∈ AN qui converge
versx. En particulier, elle est de Cauchy, et donc

∃N ∈ N,∀n, p > N, d(xn, xp) < η.

On en déduit que
∃N ∈ N,∀n, p > N, δ(φ(xn), φ(xp)) < ε

et que la suite(φ(xn)) est de Cauchy. CommeY est complet, elle converge.
Montrons que sa limite ne dépend pas du choix de la suite(xn) convergeant versx.

Soit (yn) une autre suite deA qui tend versx. On définit alors(un) paru2n = xn et
u2n+2 = yn. La suite(un) est elle aussi une suite deA qui tend versx, et d’après ce
qui précède,(φ(un)) converge. Sa limite est donc commune à celles de(φ(xn)) et de
(φ(yn)), ce qui assure que ces deux suites ont la même limite.

On définit alorsψ(x) = limn φ(xn). Par construction,ψ est continue. De plus, si
une autre applicationξ continue prolongeφ, elle vérifie égalementξ(x) = limn φ(xn),
et doncψ = ξ.

Établissons à présent l’uniforme continuité deψ. Soientx, y ∈ X tels qued(x, y) <
η, et soient(xn) et (yn) des suites deA convergeant respectivement versx et y. Par
continuité de la distanced, il existeN ∈ N tel que, pour toutn > N , d(xn, yn) < η.
Ceci entraîne queδ(φ(xn), φ(yn)) < ε, et par passage à la limite, que

δ(ψ(x), ψ(y)) 6 ε.

On a bien montré queψ est uniformément continue.

On applique le théorème précédent àX = Y = L2 etA = L1∩L2. La proposition 2
assure que la transformée de Fourier deL1∩L2 dansL2 est uniformément continue (car
linéaire). On en déduit qu’elle se prolonge de manière unique àL2 tout entier.

Remarque.Le prolongement est une isométrie et un isomorphisme deL2 dansL2.
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